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ТРИГОНОМЕТРЯ 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


НАЧАЛЬНЫЯ ОСНОВАНЯ ТЕОРШИ КРУГОВЫХЪ ФУНКЦИЙ. 


Опредъленйе слова функидя. 


1. Если двЪ перемънныя величины таковы, что каждому значе- 
ню одной изъ нихъ соотвЪтствуетъь опредфленное значене другой, 
то говорятъ, что эти величины суть функ одна другой. На- 
примЪръ, въ круг окружность и площадь круга суть функщи 
радТуса; и, наобороть, радтусъ есть функщя окружности или пло- 
щади круга. 

Триюнометуля основывается на теорш н$которыхъ функшй, ко- 
торыя получаются при разсмотрЬи круга и которыя потому на- 
зываются круювыми функщями. Мы начнемъ съ изложения элемен-. 
товъ этой теори. 


БИБЛ ОТЕя. 

СССР 

и | 

= Е ^ 
аофоатае 


Измъренае длины. 


|] 7 р 3 —й 2. Пусть О (фиг. 1) будетъ опредЪленная точка на, какой ни- 

будь лини 2/5, прямой или кривой. Начиная оть этой точки 0, 
возьмемъ на лини 2 различныя длины ОА, ОА’. О 
- эти длины, будучи отнесены къ общей единиц, выразятся 
Фиг. 1. 


числами и мы поставимъ предъ этими числами знакъ = ИЛИ 
—, смотря потому, будуть ЛИ ДЛИНЫ, которыя выражаются 


ы 


упомянутыми числами, взяты въ томь или въ другомъь направ- 
5 >, левши оть точки О. Другими словами, длины, взятыя въ одномъ. 


я 


Серре. Тригонометр/я. 1 


> 
и ы й 


Текст наи 


Обложка и титужь напечатаны въ типографи Сиб. тюрьмы, Ареен. наб., 5, 


2 | ТРИГОНОМЕТРГЯ. 
ва ваении отъ точки О (выбранномъ произвольно), будуть коли- 
чествами положительными, а въ другомь-количествами отрица- 
тельными. 

Если мы примемъ направлене оть О къ х, указанное стр$лкою, 
за направлен!е положительныхь длинъ, и предположимь, что точки 
А, А’, А" расположены ссоотвфтственно на разстояняхъ 7, 9, 6 
метровъ оть О, то, взявъ метръ за линейную единицу, выразимъ 
длины ОЛ, ОА’, ОА" соотвЪтственно числами -{-Т, 9, —6. 
Предположимъ, что @ обозначаетъ положительное или отрицательное 
число, которое выражаетъ нфкоторую длину, считаемую на лини 
’ж отъ точки О; число единицъ, заключающихся въ этой длинЪ, 
будеть -@ или — а, смотря потому, будеть ли число @ положи- 
тельное или отрицательное. 

Вообразимъ теперь подвижную точку, начавшую свое движе- 


не изъ О и движущуюся то въ одномъ, то въ другомъ направ-. 


лени. Различныя Части лии 25, описываемыя этою подвиж- 
ною точкою, будуть разсматриваться какъ положительныя или какъ 
отрицательныя, смотря потому, были ли онф описаны при Двизвеи 
по направлено Ох, или по противоположному направленно Ох; и 
если обозначимъ чрезъ а, 6, с, 4..... положительныя или отрица- 
тельныя количества, которыми измфряютел длины, посл5довательно 
описанныя такою подвижною точкою, а чрезъ х количество, кото- 
рое выражаеть разстояве отъ точки О до точки, гдЪ движеше пре- 
кращается, то будемъ имфть для всфхъ случаевъ 


д—а-Ро-Ре-а-|.... 


О дуюжь круш. 


3. При изученши функщй, получаемыхъ при разсмотр5ви круга, 
радусъ послдняго мы будемъ всегда принимать за а, единицу. 


Пусть О (фиг. 2) будетъ кругъ, длина окружности котораго в 
жается чрезъ 2т, а длина квадранта (четверти окружности) чрезъ = : 


Пусть А будетъ постоянная точка на окружности, а 21 подвижная 
точка, начинающля свое движен!е изъ А и движущаяся по на- 
правленю АВ, указанному стр$флкою, которое мы примемь за на: 
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правлен1е положительныхь ду; дуга АМ въ начал движен1я 

равна нулю; потомъ она увеличивается и ея величина будеть 

равна 2т, когда подвижная точка возвратится въ точку, съ ко- 
Фиг. 2. 


м, а 


торой началось движеше. Но можно вообразить, что движен!е продол- 
жается неопред$ленно, и что, слфдовательно, подвижная точка 
можеть описать дугу, состоящую изъ одной или нфеколькихъ окруж- 
ностей. Если движен!е точки М будеть происходить по направле- 
ню, противоположному тому, которое мы предположили, то описы- 
ваемая ею дуга будеть отрицательная, но ея абсолютная величина 
будетъ принимать всВ значен!я, начиная оть нуля. Такимъ обра- 
зомь дуга круга есть количество, способное принимать всевозмож- 
ныя значешя между — и -- <. 

Неподвижный конець А перемЪнной дуги АМ С называть 
началомь душ. 

Если © обозначаеть одну изъ дугъ, которыхъ конець находится 
въ одной и той же точкБ М, то всБ дуги х, которыя имъють 
тоть же конецъ, будуть выражаться формулою 


= 2 -а, 


гдЪ Ё обозначаеть любое цълое число—положительное, отрицатель- 
ное, нуль такъ какъ дв$ дуги, имфюция одно и то же начало и 
одинъ и тоть же конець, могуть, очевидно, разниться одна отъ 
другой только на цфлое число окружностей. 

4. Дополнительныя и ПополнитЕЛЬныЯ дуги. — ДвЪ дуги, 06% 
положительныя или одна положительная, а другая отрицательная, 
называются дополнительными или НИЯ одна относительно 


другой, когда ихъ сумма равна квадранту, т. е. равна 5. 
ДвЪ дуги называются иополнительными или пополненями одна 
другой, когда ихъ сумма равна полуокружноети, т. е. равна т. 


* 
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Опребтьлене трилюнометрическихь лин. 


‘5. Проведемъ (фиг. 3) чрезъ центръ круга О двЪф прямыя Ох 
и 04, образующйя прямой уголь и пересБкающйя окружность, 
первая въ точк$ 4, а вторая въ точкЪ В; проведемъ зат$мъ чрезъ 
точки А и ВБ прямыя 42 и Би, соотвфтственно параллельныя Оу 


Фиг. 3. 


и Ох и направленныя въ ту же сторону, что и онЪ; мы знаемъ 
изъ геометри, что прямыя 42 и Ви будуть касательными къ ок- 
ружности. Продолжимъ, наконець, прямыя Ох, Оу, Аг и Ви по 
направленно Ох’, Оу, Аг’ и Вы. | 

Примемъ точку А за начало дугъ, а направлене отъ А къ В 
за направлеше положительныхъ дугь. КромВ того, соглаено п°Э, 
длины, взятыя оть точки О на 4/5 или на у, будутъ положи- 
тельны, если он откладываются по направлен отъ О къ х или 
оть О къ у; наоборотъ, онф будуть отрицательными, если отклады- 
ваются по направлен оть О къ д’ или оть О къ 9. Точно также 
длины, взятыя на 2/2 оть точки А, или на и’и отъ точки В, бу- 
дутъ положительными, если ихъ будемъ откладывать по направленно 
оть А къ 2 или оть В кьш, и, наоборотъ, он$ будуть отрицатель- 
ными, если ихь будемъ ЧЗАДУВАТЬ по направленю отъ А къ 2” 
или отъ В къ ч.. | 

Обозначимъ чрезъ д положительное или отрицательное количество, 
выражающее перемфнную дугу, конецъ которой М можеть прини- 
мать на окружности всевозможныя положеня; опустимъ перпенди- 
кулярь МР на хх и перпендикулярь МО на у’у; продолжимъ ра- 
дусъ 01 до пересфчен1я съ и/и въ точк$ би съ 2/2 въ точк% Т; 
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проведемъ, наконецъ, чрезъ точку М касательную НК, которая 
перес$четь уу въ точкф Н из’ въ точк$ К: длина ОО или 
равная ей МР, взятая съ надлежащимъ знакомъ, называется си- 
нусомь дуги 4; длины АТи ОК, взятыя также съ ‘надлежащими 
знаками, будуть панленсомь_и секансомь дуги 2. 

"Такимъ образомъ можно установить слБдующя опредёления: 


Синусь. душ есть положительное или отрицательное коли- 
чество, которымь измъряется перпендикулярь, опущенный изь 
конца душ на Фаметрь, проходящий чрезь начало той же душ. 

Танленсь дущь есть положительное или отрицательное коли- 
чество, которымь измльряется часть касательной, проведенной 
чрезь начало д ум, озтраниченная Фаметромь, проходящимь чрезь 
хонець душ. 


Секансь душ есть положительное или отрицательное коли- 
чество, которымь измъряется часть Фаметра, троведеннаю чрезь 
начало душ, заключающаяся между центромь и касательного, 
проведенною къ концу душ. 

Косинуеомь, котанленсомь и косекансомь дуги называются си- 


нусъ, тангенсъ и секансъ дополнительной дуги. | 

Будемъ обозначать всегда чрезъ 5 перемфнную дугу, которой 
конець находится въ точкЪ 1(; я говорю, что если мы будемъ раз- 
сматривать точку В какъ новое начало дугь и если направлен!е 
новыхъ положительныхь дугъ будетъ отъ В до А, то конецъ дуги 


= — 2 будеть находится въ той же самой точкЪ М, что и конецъ дуги х. 


п 
Въ самомъ дфлЪ, такъ какъь В есть начало дуги > —#, то, чтобы 


описать эту дугу, можно идти сперва оть В къ А и затфмъ, на- 
чиная отъ точки А, описать дугу —, если за направлене положитель- 
ныхЪ дугъ принять направлеше оть В къ А, или же описать 
дугу 2, предполагая, что направлене положительныхь дугъ есть 
направленше оть А къ В. Очевидно, что такимъ образомъ мы прй- 
демъ къ точкф М. — 


Отсюда слфдуетъ, что косинусомъ дуги 2 будеть длина МО или 
равная ей ОР, взятая съ надлежащимъ знакомъ, и что _котангенсь 
и косекансъ той же дуги соотвфтственно равны длинамь Вби ОН, 


зто пттеенчях 


ВЗЯТЫМЪ каждая ст надлежащимъ знакомъ. 
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‚Синусъ, тангенсь, секансъ, косинусь, котангенсъь и косекансъ 
дуги 2 обозначають чрезъ: ' 


этх, фар. 5есж, созх, сорт, созесх, 


и дають имъ общее назване трилонометрическигсь линий или кру- 
зов в 


Измьнеще триюнометрическихь линёй. 


6. Раземотримъ, какимъ образомъ измЪняются шесть тригоно- 
метрическихь лин дуги 2, когда эта дуга измняется отъ 0 до 
< и оть 0 до — <. 


| " | 
Если х увеличивается отъ 0 до-|- 5, То всф шесть тригонометри- 


ческихь лин остаются положительными; $ возрастаеть оть 0 
до ЫЕ. переходя чрезъ всф промежуточныя значеня; {пох воз- 
растаетъ оть 0 до {- со, а зесх оть 1 до | с. 

Три другя лини напротивъ того уменьшаются: созд уменьшается 
оть 1 до 0; с0ёд уменьшается оть -|- со до 0, а с0зесх оть -- со 
до --1. Такимъ образомъ, обозначая чрезъ е положительную дугу, 
которая а ие такъ, что ея предфль равень нулю, будемъ 
имфтЬ 


5%0=—0, в08 0—1, 
$4190=0, 0$ Ите— со, 
5ее0—-{-1, созес бте=-Р осо, 
ы | 
эт- = 1. 08 =0, 


п 
419 ит (>. —)= - с, 60% > =0, 
5ес #т( —)= -Нс, 00366 = —=-1. 


п . 
Если 2 возраетаетъ отъ -- > до - т, то 3% и 605664 остаются 


положительными, но четыре друг!я тригонометрическя лиши дЪ- 
лаются отрицательными; зи уменьшается оть —-1 до 0; 9х 
увеличивается отъ —<> до 0; зесх увеличивается отъ —со до —1; 
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082 уменьшается оть 0 до —1; 60% уменьшается отъ 0 до — сэ 
и 605ее4 увеличивается отъ --1 до с. Такимъ образомъ имфемъ: 


и ит += — <, 566 т(-- -е) == 


И 
1 608 т= —1, 

итдт=0, сот (п—=)= — со, 

$ееп= —1, с0зес @т (п—в)= с. 


3" 
Если 2 возрастаетъ оть + л до —5› ТО #092 и 042 вновь ота- 


новятся положительными, но четыре друйя лин отрицательны; 
51% уменьшается отъ 0 до —1; а1дх увеличивается отъ 0 до 
—-<; зесх уменьшается оть —1 до —со; 605% увеличивается отъ 
—1 до 0; с0ёх уменьшается оть со до 0 и с03есх увеличивается 
оть —с<> до —1. Такимъ образомъ будемъ имфть: 


с0ф т(т--=)= Но, с05ес Ит(к--е)= — со, , 


И 
эт 5" == —-1, оз 8" — 0, 
Зк 
Затд т (5 —)= с, с —- —0, 
зес т (7 —=)= —©, в05ес = —— 1. 


‹ 


зп 
Если х возрастаетъ отъ -5- до 21, ТО 608% и зесл становятся 


положительными, но четыре другя лини отрицательны; $8 воз- 
растаетъ оть —1 до 0; фах увеличивается оть —<о до 0; 3есх 
уменьшается оть --©> до -|-1; с05д увеличивается отъ 0 до 1; 
с0фд уменьшается оть 0 до —со, а с05есх уменьшается оть —1 
до —<>. Такимъ образомъ имфемъ: 


. (3 . (3т 
19 пт (3 =, _ 806 т +)= -Нс, 


и 
$ 2—0, 08 2®=—= -Е1, 
919 21=0, со т(3=—=)= — со, 
566 2=—= --1,. с05ес т(2*—=)= — со Г 
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Если мы будемь увеличивать х отъ 9х до 4т, или оть 4т до 
бт, или...., то шесть тригонометрическихь линй будуть перюди- 
чески принимать т же самыя величины и въ томъ же самомъ по- 
рядкЪ. | 

Если д уменьшается оть ® до — со, то 605% и зеех принимаютъ 
тБ же самыя значен!я, которыя они имфли при возростаи х отъ 
0 до-{- <>; четыре друшя тригонометрическя лини принимаютъ также 
т$ же, по абсолютной величинЪ, значен!я, но съ обратными зна- 
ками. Это можно тотчасъ провЪфрить, замфтивъ, что концы двухъ 
равныхь и съ обратными знаками дугь фи —х расположены по 
одну и ту же сторону уу’ и на одинаковыхъ разстояняхъ отъ 27. 
Такимъ образомъ будемъ имЪть для всякаго 2: | 


58% (—4)= — 5х, 608 (—2)==008 2, 
ии (—х)= —ют9дх, 60$ (—2)= —софх, 
8ес (—2)= зесх, 605ес (—х)= —созееж. 


Такъ какъ тригонометрическя лини принимаютъ т$ же зна- 
чен1я, когда къ дуг прибавляють нфкоторое число окружностей, 
то будемь имфть для всякаго 2: 

5 (2#т--2) ==, 
819 (2-- +) ==, 
зес(2к--х)=зесх, 
гдз А обозначаеть недпредфленное положительное или отрицательное 
цЪлое число. 

7. Пусть д будеть какая нибудь положительная или отрица- 
тельная дуга. Концы двухъ дугъь хи 1--т, очевидно, находятся 
на концахъ одного и того же даметра, почему ихъ синусы, ихъ 
косинусы, ихъ секансы и ихь косекансы ‘равны, но съ обратными 


03(2й=--42)=608%, 
со (24т--2)= 0х, 
созес(2й=--2)==созесх, 


знаками, тогда какъ ихъ тангенсы и ихъ котангенсы равны и 
имють одинаковые знаки. Такимъ образомъ им%емъ: 
3 т--2)= —%, сок —603х, 
8919 (^--1)=Ницх, со (к--)==с0ф, 
5ес(к--1)= — вес, созес(«--х)= —созесх. 


Такъ какъ функщи тж и соёж не изм5няются, когда х уве- 
личивается на т, то говорятъ, что эти функщи пер1одическ1я; 
< называется амплитудою пербода или просто перюдомь. Четыре 


т 


| 


{ 
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друг1я тригонометрическя лини суть также перюдическя функ- 
Ци 42, но ихь перюдъ равенъ Эт. ДЪйствительно, мы видЪли, 
что тригонометрическ1я лини не измфняются, если 2 ‘увеличивается 
на нфкоторое число окружностей. Предыдущ1я уравнен!я показы- 
вать, что 5%, с08%, зееж и созеех мЪняютъ только знакъ, когда 
4 увеличивается на полупер!юдъ т. 


Если въ предыдущихъ уравнен!яхъ перем$нимъ 2 на — и при- 
мемъ во внимаше формулы предыдущаго номера, то получимъ: 


с05(п—2)— — воз, 


с0(т—2)= — соёх, 
созес(п—1)= созесх, 


588 (к—2)= 1, 
#19 (к—<)—= —тх, 
5ес (к—1)= —зесх, 


откуда слЪдуетъ, что если даль душ пополнительны одна друюй, 


_ 10 25 синусы и иль косекансы равны и имтоють одинаковые знаки, 


740404 какь ить косинусы, ить танленсы, ить котозиенсы и иж 
секансы равны, но имлыоть обратные знаки. 

Изъ двухь предыдущихъ группъь уравневйЙ выводимъ, обозначая 
чрезь & положительное или отрицательное цфлое число: 


5] (24-1) ==] = -= эй, с03[ (21-1) = — 0054, 
ап (вк =4) = = итох, со (т 4) == = со, 
вес [(2#-{-1)к == —зесх, соес[ (2-1) === == с0зесх. 


8. Изъ сказаннаго въ п°6 сл$дуетъ, что синусъ и косинусъ 
заключаются между предЪлами —1 и --1; секансъ и косекансъ 
принимаютъ всБ значешя отъ 1 до о и оть—1 до — ©; 
наконець, тангенсъ и котангенсъ принимають всф значешя, заклю- 
чающ]яся между — хи — ©. 

Весьма важно замфтить, что каждая изъ тригонометрическихъ 
лин дуги 2 принимаеть уже веЪ значешя, кавя только она спо- 
собна принимать при неопред$ленномъ измфнени 2, когда д измф- 
няется въ предфлахь двухъ квадрантовъ. Такъ, когда 2 изм$няется 


п п 
ОТЪ РУ. та синусъ, тангенсъ, котангенсъ и секансъ при- 


нимають всЪ значеня, какя только способны принимать эти три- 
гонометрическ!я лини; если х измЪняется оть 0 до т, то косинусъ, 
тангенсъ, котангенсъ и секансъ принимають также всЪ. значеня, 
каюя они только могутъ принимать. Наконець, если будемъ при- 


\ 
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нимать во вниман!е только ихъ абсолютныя величины, то всЪ шесть 
тригонометрическихъ ли принимаютъ всЪ значен!я, когда дуга 


п к " 
измфняется оть 0 до —_› или оть —— до т, или..... 
Часто требуется, когда дана дуга х, найти дугу, заключаю- 
.. . т ч : ь 
щуюся между 0 и-—_, которая, не принимая во вниман!е зна 


ковъ, имбла бы т же тригонометрическя” лини, что их. До- 
статочно отнять оть 4 наибольшее ‘положительное или отрица- 
тельное цфлое число полуокружностей, которое онъ можеть со- 
держать, чтобы положительный или отрицательный остаТОКЪ = 4 


п 
быль по абсолютной величин меньше —-; дуга а, если не будемъ 


принимать во вниман!е знаковъ, будетъ имфть т же тригономет- 
рическля лини, что и т. 


О душхь, соотвттетвуючщихь данной трилонометрической линёи.. 


9. Изь предыдущихь разсуждевй сл$дуетъ, что каждому зна- 
ченшю дуги между — <> и <> соотвзтствуеть одно опредвлен- 
ное значене для каждой изъ ея тригонометрическихь лин, 
тогда какъ одному опредЪленному значенню какой нибудь изъ 
тригонометрическихь лин соотвЪфтствуетъ безчисленное множество 
значен!й дуги. Весьма важно умфть опредЪлять веЪ дуги, кото- 
рыя соотвфтетвують данной тригонометрической линии, когда мы 
знаемъ одну изъ этихъ дугъ; мы покажемъ рфшене этого вопроса, 
Пусть будетъ, какъ и прежде, А началомъ дугъ; уу — лишей, НА 
которой откладываются синусы и ВОрОваНОрН д ОВ на кото- 
рой откладываются косинусы и секансы; 2’г и “и— лишями, на ко- 
торыхъ соотвЗтственно откладываются тангенсы и котангенсы. | 

Синусы и косЕкАНСы.-—Пусть --09 или —О ©’ будетъ данный 
синусъ (фиг. 4); проведемь чрезъ точку © или ©’ линйо парал- 
лельную ОА; эта параллельная лишя пересфчеть окружность въ 
двухъ точкахь Ми М” или М” и М” и очевидно, что нева 
дуга, соотвфтствующая данному синусу, будетъ кончалься въ одной 
изъ этихь двухъ точекъ; обозначимь чрезь « какую нибудь изъ 
этихъ дугъ; я говорю, что дуги «и та будутъ кончаться соот- 


> ——==—ы—ы—ы——_—__ ини 
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вЪтотвенно вь Ми М’ или М” и М”; въ самомъ дёль, пред- 
положимъ, напримфръ, что « оканчивается въ М: чтобы описать 


Фиг. 4. 


дугу т—, сперва опишемъ оть А до А” дугу АВ.А’; зат$мъ оста- 
нется описать дугу —а, что приведетъ въ М7 ‚ такъ какъ, описывая а, 
начавъ съ А, остановимся въ М. Такимъ образомъ, всякая дуга х, 
которая соотвфтствуеть данному синусу, имфеть тоть же конецъ, 
что и одна изъ дугь аит—а; слБдовательно (1°3), обозначая чрезъ 
й любое цфлое число— положительное, отрицательное, нуль, будемъ 
иМЪтЬ: 
Я=2й-Р а, или 2—2 щ---—в— (2-1 1)^—а. 


Пусть будеть, во второмъ случа, --ОН или —ОН’ данный 
косекансъ; если чрезъ точку Н или Н’ проведемь къ окружности 
ДВФ касательныя, то точки касаня Ми М’ или М” и М” будуть 


‚концами дугъ, которыя соотвфтетвують данному косекансу. Если мы 


обозначимъ чрезъ д и а дв кавя нибудь изъ этихъ дугъ, то бу- 
демъ имфть, подобно предыдущему: 


2—2 4--а или 2=(2%--1)п—а. | 
Косинусы и сЕкАНСЫ.—Пусть -+-ОР или —ОР будетъ. данный 
косинусъ; проведемъь чрезъ точку Р или Р перпендикуляръ къ 


ОА; этотъ перпендикуляръ пересфчеть окружность въ двухь точ- 
кахь Ми М” или М’ и М”, и очевидно, что всякая дуга, ко- 


торая соотвЪтствуеть данному косинусу, будетъ оканчиваться въ одной ` 
изъ этихъ двухъ точекъ; обозначимъ чрезь х какую нибудь изъ 
этихъ дугъ. Дуги я и —а будуть оканчивалься въ Ми М” ИЛИ ° 
въ Ми М"; слёдовательно, всякая дуга 2, которая соотвфтствуеть 


“ 
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данному косинусу, иметъ тоть же конець, что и каждая изъ дугъ 
аи —а; отсюда имЪемъ: т 
#=ЕЭИИ-а, 
гдЪ # обозначаетъь любое цЪфлое число-—положительное, отрицатель- 
ное, нуль | | 
Пусть будеть, во второмъ случа, {|-ОК или — ОК’ данный 
секансъ; если чрезъ точку К или К’ проведемъ двЪ касательныя 
къ окружности, то точки касайя М и М” или М’ и М” будуть 
концами дугъ, которыя соотвЪтетвують данному секансу. Поэтому, если 
обозначимъ чрезъ 5 и а дв кашя нибудь изъ этихъ дугъ, то бу- 
демъ имфть, подобно предыдущему: 
2 — Яка. 


"ТАнгЕНСЫ и КОТАНГЕНСЫ.— Пусть будеть - АТ или —АТ’ дан- 
ный тангенсъ и -В5 или —В5' данный котангенсъ; проведемъ 
прямую лин! чрезъ центръ круга и чрезъ конецъ даннаго тан- 
генса или котангенса; эта прямая пересЪчеть окружность въ двухъ 
точкахь Ши М” или Ли М” и очевидно, что всякая дуга, ко- 
торая соотвфтетвуетъь данному тангенсу или котангенсу, будеть 
имЪть конепъ въ одной изъ этихъ точекъ; обозначимъ чрезъ а какую 
нибудь изъ этихъ дугъ. Дуги а и по будуть, очевидно, оканчи- 
ваться въ точкахь Ми М” или М’и М””', слЪдовательно, всякая 
дуга 2, соотвфтетвующая данному тангенсу или котангенсу, иметь 
тоть же конецъ, что и одна изъ дугь а и т--я, почему имЪемъ: 


Д2йк-Ра, или Ат к-Ра= {28-1 ка, 


или просто 

х = бж-ро, 
гдЪ Ё обозначаетъь любое цфлое число—положительное, отрицатель- 
ное; нуль. з 


Все предыдущее приводить насъ къ слфдующимъ выводамъ: 

Для тою, чтобы дв ду имльли тоть же синусь ‘или тоть же 
косекансь, необлодимо и достаточно, или чтобы ихъь сумма была 
равна нечетному числу полуокружностей, или чтобы ить раз- 
ность была равна четному числу полуокружностей. 

Для тою, чтоды деть дузи имльли тоть же косинусь или тоть же 


секансъ, необходимо и достиипочно, чтобы ихь сумма или ить раз- 


ность была равна цуълому числу полуокружностей. 
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Для то, чтобы деть душ имльли тоть же таниенсь или тоть же 
котанленеь, необходимо и доствиточно, чтобы разность этихь ду 
была равна целому числу полуокружностей. 

10. Если положимъ, что 


-=504, или у—=9, или У—5есх, иЛИ....., 
то обыкновенно пишутъ также 
1—атс5ту, или х—атсФатуу, или Х—=атсзесу, или...., 


т. е. х=думь, у которой синусь есть у, х=0думь, у которой 
танленсь есть у....; но изъ предыдущаго мы видимъ, что эти вы- 
ражевшя а7с5ту,.... не вполнф опредЪлены, такъ какъ они 


допускаютъ безчиесленное множество значений для каждаго значеня у. 


Четыре выраженя атезту, атоатуу, атссову, атссозесу будуть 
вполнз опред$ленными, если мы положимъ, что ихъ значеня за- 


к к 
ключаются постоянно между ое Ма я точно также выра- 


жешя 47сс08у и атсзесу будуть вполн% опред$лены, если мы по- 
ложимъ, что значешя ихъ заключаются постоянно между 0 ит. 
При такомъ ограничени, шесть выражен: 


атс ту, атефатуу, атезесу, @7сс08у, агссов у, атссозесу 


могутъ быть разсматриваемы, какъ функщи у; въ этомъ смыслъ 
он употребляются въ высшихъ частяхъ математики, при чемъ имъ 
дали назване обратныхь круювыхь функшй. Въ противополож- 
ность, тригонометрическ1я лини часто называются прямыми кру- 
зовыми функилями. 


Соотношешя между трионометрическими литями одной и 
710% же душ. 


11. Между шестью тригонометрическими линями одной и той же 
дуги существуеть пять различныхь отношений, которыя мы поста- 
раемся теперь вывести. 

Пусть 2 (фиг. 5) будетъ дуга положительная или отрица- 
тельная, которой конець М расположенъь въ первомъ квадрантЪ 
АБ; будемъ имфть: 
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О { ОМ=—1, ; 
$5тд=МР, 0194=АТ, —361=ОК, 
в08х= ОР, в044=В5, с03ее&=0ОН. 
Положивъ это, изъ треугольника ОМР имЪемъ: 
_ МР ОР—=ОМ?; 
изъ прямоугольныхъ треугольниковьъ МОК и МОН имЪемъ также: 
ОК.ОР=ОМ?, ОН.09=0М?; | 


Фиг. 5. 


наконець, изъ подобныхъ треугольниковь ГОА и МОР, ВОБ и 


МОО им$емъ: 
ТА МР 88 _ М0 
ВИ: -9Р 0’ "00" 


Эти пять равенствъ можно написать сл6дующимъ образомъ: 


(1) 8? --с05? & =1, 
(2) 5е61.608&=1, Е 
(3) 608е61.5тх=1, 
51 
(4) ето 
й 608% 
(5) са—= и. 


Таковы соотношен!я, которыя мы желали получить; изъ нихъ 
можно вывести много другихъ, которыя слБдуетъ замЪфтить. Такъ, 
изъ равенствъ (4) и (5) находимъ: 


(6) вх = -——; 
| ап х 
равенства (2) и (3) также даютъ 
1 
(7) 566 Х— рт , 
Е: 
(8) с03ее#— >, 
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х ь | 
что показываетъ, что софт, зесх и возесх суть соотвЪтетвенно обратны 
итдх, 08% и 9х. | 


Изъ равенствъ (4) и (5) выводимъ 


1-е 82 Е 3 


608* 1 608% 
1 я бет А 
| -РоРа=—1-- вает 
или, велфдетве соотношенй (7) и (8), 
(9) 866 х—1-НЧту?х. 
(10) с05ес* х—=1 со х. 


Эти два посл дея соотношеня могуть быть доказаны и непо- 
\взаственно, ибо прямоугольные треугольники ОТА и ОЗВ даютъ 


01°—=ОК?—=0.А?-- АЛ, 05'—=ОН?*—=0ОВ?-- В 8», 
соотношешя, которыя суть ни что иное, какъ равенства (9) и (10). 
12. Чтобы вывести формулы (1), (2), (3), (4) и (5), мы пред- 
положили, что конецъ дуги 2 находится въ первомъ квадрантЪ; но 


легко видть, что эти формулы общи. Въ самомъ ДЪлЪ, каково бы 
ни было положеше конца М на окружности, существуеть (1° 8) 


ты 


дуга между 0 и 5 › Которая, если не принимать во вниман!е знаковъ, 


имфеть 7$ же тригонометрическя лини, что и <; откуда слБдуетъ, 
что если разсматривать только абсолютныя величины тригонометри- 
ческихъ лин, то отношения (1), (2), (3), (4) и (5) всегда имЪютъь 
мЪото. Отношеше (1), которое содержить только квадраты 5% и 
0х, будеть справедливо для вебхь случаевъ, почему достаточно 
показать, что обЪ части каждаго изъ отношен!й (2), (3), (4) и (5) 
имфють всегда одинаковые знаки. Мы видфли: 
_ Г Ч10 6085 и зесх оба положительны, если конецъ дуги 5 рас- 
положенъ въ первомъ или въ четвертомъ квадрантЪ, и что они отри- 
цательны въ двухъ другихъ случаяхъ; 

2° Что 5% и созесх положительны, если конець дуги х рас- 
положенъ въ первомъ или во второмъ квадрантВ, и что они отри- 
цательны въ двухъ другихъ случаяхь; 

ыы Что тангенсь и котангенсь х положительны, если конець 
этой дуги находится въ первомъ или въ третьемъ квадрантВ, но въ 
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этомъ случаВ 505 и с0озх оба положительны или оба отрицательны; 
тБ же тригонометрическля лини отрицательны, если конецъ дуги х 


находится во второмъ или въ четвертомъ квадрантЪ, но въ этомъ 


случа $ и с08х имЪють обратные знаки. 

Отсюда, а также изъ правила умножен!я положительныхъ и от- 
рицательныхъ количествь сл$дуетъ, что обЪ части каждаго изъ от- 
ношевй (2), (3), (+), (5) всегда имють одинаковые знаки. Такимъ 
образомъ, эти формулы справедливы для всЪхъ значенй х. 

18. Изъ равенствъ (1), (2), (3), (4), (5) можно опредЪлить ка- 
юмя угодно пять изъ шести тригонометрическихъь лин 65 функии 
шестой; имфемъ, напримЪръ, 


ЕТ: т 

081— 1—8 2, Е А, 

= У1-—зирх 

= У1-игх 1 

я — >, Зе — ————, 

ВЫ У!- зв х 

* 
бозесх—= — з 
т 


Замфтимъ, однако, что если мы знаемъ одну изъ тригономет- 
рическихъь ли дуги 2, то не вс друПя лиши вполнЪ опредЪлены; 
такъ, когда данъ 52, т0 с05е6х вполн$ опредЪляется, что 
же касается остальныхъ четырехъ лин, то будуть извЪфетны 
только ихъ абсолютныя значеня. Это потому, что между дугами, 
`соотвфтетвующими данному синусу, есть тая, которыхъ косинусъ, 
тангенсъ, котангенсъь и секансь положительны, и тая, для кото- 
рыхъ т же самыя лини отрицательны. 


Часто требуется по данному @тдх опредфлить 9х и с08%; 
: ИД 
положимъ, что данное значеше #4492 имфеть видъ дроби; бу- 


демъ имЪть: 


. 5% т 
зи’ х—- 08? = 1, тт жЫЕ 
откуда 
ИИ СОвЕ ; 
Ут? ° Ум? ° 


въ этихь двухъ формулахъ радикалъ УР? должно Взять СЪ 
однимъ итфмъ же знакомъ; но этотъ знакъ остается неопред5леннымъ. 


С 
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п Ь п 
Такъ какъ па равна своему дополнентю, то та равенъ 


и. т 
5 1; слЪдовательно, 


п 
#19 7 =1; 


затБиъ, на основаи предыдущаго, находимъ: 


о ВОЕН: 
9 а 


Формулы, относяиияся кь сложеню дуъ. 


14. Синусъ и’косинусъ. — Опредфлимъ теперь синусъ и коси- 
нусъ суммы двухъ дугъ, зная синусы и косинусы этихъ дутъ, 
Обозначимь чрезъ а и двБ положительныя дуги, которыхъ 


ь п 
сумма не превышаеть —-. Пусть (фиг. 6) 4 будетъ началомъ дугъ; 


Фиг 6. 


отложимь 41/—=а и ММ=6; мы можемь разсматривать точку М 
какъ начало дуги 6, а точку №, какъ ея конець; тогда будемъ 
имЪть: 
а--5—= АМ; 
опустивъ перпендикулярь №© на рамусъь ОМ, перпендикуляры 
МВ, ОТ, МР на ОА и проведя линю ОН параллельно ОА, най- 
демъ: 
за МР. ва ОР: 
516 —= №0, 08$ = 00, 
5т(а- 5) = МВ = ОГЕМН, 
? 05 (а) = ОВ = 01—©ФН. 


Серре. Тригонометр1я. 2 


18 ТРИГОНОМЕТРГЯ. 
® 


Изь подобля треугольниковъ МРО и 910 сл$дуеть: 
ог __ От _ 09. 
ие ОР’. ом 
откуда получаемъ: 


Р. 00 
МР. 00 _ ОР. 09 


) — 6. 
91=-=—би — та 515, 01=—би =6059 608 


так ИХ 
Треугольники МРО и МОН также подобны, такъ какъ 
- : 
стороны взаимно перпендикулярны, почему 
| ин __ он __ № 


р’ ме. ол 
МН= о —0с05азт, @Н=—бм = 5805. 
ПослЪ всего этого имфемъ: 
(1) та Ъ)==3т4 с08%-[-005 @ 5Т Ь, 
(2) соз(а--6)=08 @ 608 $— 5% а т 6. 


МЪ 
15. Эти формулы (1) и (2) были доказаны нами при то 
ма ихъ не 
редположени, что @ и Ь положительныя дуги и что суу 
п : 


р . д = . й у ДЛ 
о 


какихъ бы то ни было двухъ т ай ы Е 
и (2) справедливы для 5 ; 
1° Формулы (1) и (2 


ы п 
и—. 
заключающиеся между 0 5 


ь>| а 


| Г та ато < 
Это было уже доказано для того случая, когда о — 


= ’иб будуть до- 
—^_; предположимъ теперь, что а- >> -5-. Пусть @иф буду 


$ 7% . 


и 
б 4 ть: @-1<— и, ©4$- 
полнительными дугами @и 6, тогда будемъ имЪть: а--0< - 


овательно, и 
р за’ 6’) == воз --с03@’ 81%, 
м 
3(а’ Г ’)=е08 а с086' — та тб. 
соз(а-Е6')=05 а 
С вны, а 
Такъ какъ синусы двухъ пополнительныхь дугъ ра и . 
я : кал замЪнив 
осинусы ихъ равны, но съ обратными знаками, то, зал 
к о 


ОР. МР ОМ’ о ( 


ИЛИ — 
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: Е т 

а, 9’ и а-Ы ихъ равными имъ значен1ями т, 

=—(а--5), получимъ именно формулы (1) и (2). 
2° Если формулы (1) и (2) справедливы дая двухь ду а ш 6, 

10 онль также справедливы и тозда, козда ко одной изь этить 


5ъ. 


дузь придадимь = я 


Положивъ, что дуги @ и 6 удовлетворяютъ формуламъ (1) и (2), 
, и у п 
примемъ а—а-|- = и замБнимъ а чрезъ @ — >; получимъ 


эт (а! -оЫ— == зв — ов ооо (а! — ть, 
соз(а'--5— == соз(и/— тя в (а о )=#0; 


\ 


ь>| я О) 


но, при всякомъ х, будемъ имфть: 
. п ы к | 
эт == — вт) = —608х, 
уе п - 
608 (== соз =. ев; 


сл$довалельно, предыдуя формулы можемъ написать въ такомъ 
‚ВИДЪ: 


соз(а--6)= 05 с086— эту эт, 
5и(а’--5)= та со --соза’ т, 
и мы видимъ, что это суть формулы (1) и (2), въ которыхъ вмфето 
р п 
& подставлено а’ или а-|- ——. 
3” Формулы (1) и (2) справедливы для воъхь положительныхь 
величины @ и 6. 


Предположимъ, что положительныя дуги @& и 6 заключаютъ въ 
себЪ соотвфтственно первая 2%, а вторая я квадрантовъ, и поло- 
ЖиМЪ, что 

а—т — | а’, —п— У, 
2 2 
при чемъ а’ и 6’ меньше одного квадранта; будемъ имфть: 
5и(а-НЫ)= т со’ воза зат, 
соз(@--6')= 056 соза'—5та/ зииУ. 
Но, по предыдущему, эти формулы будуть справедливы и тогда 


ох 


20 
к / 
— кьа ип разъ 
гда будемъ послБдовательно прибавлять 12 разъ >. к р 
ко 
2) приложимы къ дДвумЪ 
2 къ В, слфдовательно, формулы (1) и (2) № 
2 


и 6. 
кимъ бы то ни было положительнымъ дугамъ @ фо 
ка т 
| 4° Формулы (1) (2) справедливы для всевозможных» % 


ты ‘чаевъ, когда аи В 
| оказано для случ : 
прелложене было д ре ве 
он предположимъ теперь, что по крайней мЪрВ. ри 
ачимъ чрезъ Ё цБлое чи 
2фк--6=0 были 


положительны; 
изъ этихъ ДугЪ отрицательна, и обозн 


/ 
Ей 
настолько большбе, чтобы суммы 2#=--а==а, 
положительны; будемъ имЪть: ря 
зат (а-Н/’)==та с08'--с08@ 80, 
| я 1 ел Е 
соз (а) = с08@ с286'— т т’; = 
мая во внима- 
мЪняя а’ чрезь 2=-Ра и Ы' чрезъ 2%т--Ф и прини 
за * з о 
не, что при всякомъ значени 2, имЪем 
——- 
т (2 щ-Ех)=Е8 ИХ, 608 (2=--2)==608, 
2). 
опять получаемъ формулы (1) и (2) м 
Такимъ образомь общность формуль (1) 


а--5, или © чрезь 6-[- =. 
Если въ формулахъ (1) и (2) замЪн 
3) т (а—Ф)=5та с086—608@ не 
о воз (а—6)==008@ 080-55 $10. че 
16. На основаыи предыдущаго можно легко найти сину 


{ 


какя нибудь дуги; тогда будемъ имЪть: | т 
вт (а-Р6-Нед==и (а) 056-608 (а-- м. ь 
оз (а-- 6-е) —с0з (а--5) с086—8% (а--5) т 
ля нихь вы- 
`’залёмъ, замфняя зи (а-Р®) и с03(а-Е5) выведенными для нихт 


раженями, находимъ: 


имъ 6 чрезь — 6, то получимъ: 
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58 (а- 5--с)=3 т с086 с05 6-56 со созе--. 
—- 506 6054 608$ —5бта зто т г. 
60$ (а--6--с)=с08 4 086 6056—6054 зтф зто— 

— 0056 5004 5816—6086 эта тб. 


Зная такимъ образомъ формулы, даюция синусъ и кос 
трехъ дугъ, можно получить формулы для синуса и ко 
четырехъ дугъ, и т. д. 


инусъ суммы 
синуса суммы 


17. ТАНГЕНСЫ И КОТАНГЕНСЫ.—Постараемся ‘теперь найти тан- 
тенсъ и котангенсъ суммы двухъ дуть, 


зная тангенсы и котангенсы 
этихъ дугъ. ев 


Пусть будуть а и 6 двЪ кавя нибудь дуги, положительныя или 
отрицательныя; тогда будемъ имЪть: 


__ эика-ь) __ 8914 6086 воза 9% 
ту (а--В)—= в08(@-{-6) `` в03@ с086— эта эъь › 


и, раздЪливъ числителя и знаменателя этой дроби на с054 соз®, по- 
лучимъ: 

__ _ тда-Нютучь 
(5) зат (а--5)— 1—#лтда тов 


Если въ этой формулВ замфнимъ 6 чрезь —6, то получимъ: 


__ 094—796 
(6) а 1-Нютда ть 


Чтобы получить соКа-|-6) въ функщи соёа и со 

помнить, что котангенсъ дуги есть количество, 

той же дуги. Замфтивъ это, 
(6) такъ: 

софа в 6—1 

по трать > Ща ее. 

На основаши предыдущаго, 

суммы какого угодно числа 

Пусть, напримфръ, будуть 


‚ достаточно при- 


обратное тангенсу 
мы можемъ написать уравнешя (5) и 


можно легко выразить тангенсъ 

дугъ въ функщи тангенсовъ этихъ дугъ. 
а, 6, с три кая нибудь дуги; тогда 
__ $919 (а-Н5)-Натус | 

шту(а-Г- 6-е) — 1-—9т9(а-Натдс › 

: атуа- ат дб 

и замБняя #019(а-Е5) его выражешемъ вас 


__ 9а-Нат96-Нютд сада $атдб атде 
Нл 55-е) — [®ю7да 14190 —питда тд с—ю196 туре 


‚ Получимъ: 
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Зная, Такимъ образомъ, формулу, которая даеть тангенсь суммы 
трехъ дугъ, мы можемъ получить формулу, дающую сумму четырехъ 


дугъ, ит. д.. 


ция формулы, выводимыя изъ формуль, относящихся 


Важньй 
кь сложен ду. 


18. Изь формулъ: | 
| (а) 8та 080-608 @ $%6, 
соз(а--5)==608 @ 60$ 6—4, 
з(а—5)=та 056—608 $5, 
| соз(а—5)==008 @ 608--5% 4 $5, 
вывоДИМЪ 
зица-Р)-Еяа—6)=2 51 & 6085, 
{1 (а 5)—зй(а—0)=2005@ 55, 
(1) воз(а-|-6)-Ес08(&—6)=26054 608 Ь, 
воз(а—)-—в05(а-Е5)=2 эта тб. 
Положимъ теперь 
а 6=р, @в—0=9; 
тогда будемъ имфть 
а—\(р--а), 7—9), 
почему предыдупия формулы` примутъ видъ: 
тр -Ё 8т4==2 т _ (2-4) с0$ — (р—9), 
тр — 3т4=2 8% 5 (2—9) с0$ 5 (2-4), 
1 1 
оз р с0849=2 60$ 5; (р--9) с0$ = (рР—4), 


608 Ч — 608 = вт (ра) т -- (2—9). 

Эти послфдея формулы очень употребительны; он служатъ для 
выражения суммы или разности двухъ синусовъ или двухъ косину- 
совъ побсредствомъ произведеня синусовъ или косинусовъ. 

Можно также выразить посредствомъ произведевтя сумму 
разность синуса и косинуса; въ самомъ дЪлЪ имфемъ: 


с0зр 384 = (2—2) == 9% 4, 


ИЛИ 
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и, пользуясь формулами (2), 
с05р —- 819=9 п (= = 24) 608 (= — 4 
608 р — 5% 4—9 5 (= = а 608 (= — 9) 
4 м 

РаздЪливъ послфдовательно одна на другую формулы (2), по- 
лучимъ слЗдуюцлия формулы, которыя важно замфтить: 
тр та _ зи (р-р) _ ииие-Н9 
тр — т  зтИр— а) со р-Р9) 9-9} 
эр -- эта _ эт (р--а) 
сор Е 0054 6081 (Ра) РЕ), 
5тр-- $14 _ с083(р— 4) 
054 —с08р  зт(р—4) 
8тр— 514 _ зи (р—94) 
со8р-|- 6054 6081 (Р—4) 
5р— 5% _ с08 (Р-Р 4) 
6080—6050 50-9) — соё} (2-9), 
с08р-- 6084 _ с083(р--9) 0084 (Р—9) 
6084 —с285р эт Кр-- 9) 911(—9) 

= 608} (р-- 1) сё} (р—4). 

19. Можно также преобразовать сумму или разность двухъ тан- 


р ТИ . 


(3) 


— 01 (Р—94), 


ее Е 


(4) 
== тд ый (р —4), 


тд ат 6 = эта _ эт __ збпа 086 -= с0за вт 
ва вв с ‚па о 
илН 6084 6086 , 
(5) ид 41196 = аи (а). 
608 @ 6080 * 
точно также 
(6) сова += соёь — 8 Фа) 
эта тб ? 
(7) софа ить = 608 (@-==5) 
ета с086 ° 


Воть е ; 
ще формула, которую слФдуеть замЪтить. Перемножимъ . 
между собою два равенства: 
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т (а--5) = 4 с085-—-608 @ $16, 
5 (4—5) = 54 086—608 а 85; 


получимъ 
зт (а-- 5) эт (а—6)= йа с08*6-—-608'@ 5% и 
—(1 —5%426) за—(1— йа) ть 


—(1—с03?4)) с05°6—(1—608°6) с08°а,, 
или = 
| $ (а--5) за (а- 6) == а— 0 
(8) | —005*6—605°4. 


20. СУММА КОСИНУСОВЪ ИЛИ СИНУСОВЪ РЯДА ДУГЪ, СОСТАВЛЯЮЩИХЪ 


АРИОМеТИЧЕСКУЮ ПРОГРЕССПЮ.—Пусть имфемъ % дугъ: 
а, а--ф, а--24....., а--(и—1)й. 
Обозначимъ чрезъ & какое нибудь цЪлое число; 
имЪть (10° 18): ее | а 
оз > 0$ (а- №) = 5% (+ 5 р) — в (а-- 5 р). 
(»—1), получимъ: 


Давая р Ь $ значеня 0, 1, 2...... 


тогда будемъ 


от —= 608 А=5% («-- +5) — 8% (а @— =) , 
2 52% —5- 05 (а--№) = («+ >. — 5 (а 5) , 
2.5% ь. соз (а- 2%) = @+ 5.) — т (+ = 


оке. 2 м хх 


- р 1 : 21—38 
28-2. 605 [а-я и) —5% («+ 5 ^) ‚ 
Складывая эти равенства почленно ‘и сдфлавъ приведенше, по- 
лучимъ: 


2 5% 7 (08 а-соз (а-Н®)-соз(а-Н2®- . . . Неоа- (п — 14] = 
—=5 («+= -1) —5% («— > в 
ты сова воз (а ®)-...Неоа-Н(и—1)] 


- 1) — 5% («— >) 


7 


5% ааа 


С 
251 — 


= 
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наконець, преобразовавъь числителя во второй части равенства по 
формуламъ п’18, имфемъ 


вова 008 (а -|- №) соз(а-- 2%) |. И 
зт  с09 ("= ») 


й 
БИ) 


— 


. ЧЕ во[а- (в — 1%] = | 


Если въ этой формулЪ перемфнимъ а на =. —& и й на —, то 


 получимъ: 


О 
. т. п—1у 
__ 88 т (а п) 
— Я 
а 


Двф предыдунйя формулы представляютъ очень простыя выра- 
женя какъ для суммы косинусовъ, такъ и для суммы синусовъ 
дугъ, составляющихь ариеметическую прогрессйю. 


‚ Е зж[а-Р (п — 1%] = 


Умножене ду. 


21. ВЫРАЖЕНЕ 824 и 60824 въ ФУНКШИ 5$%а или соза.—Еели 
въ формулахъ 


(1) 


положимъ 0=—=@а, то получимъ 


5% (а--5)=5% 4 с080--с03 & т, 
05 (а--6)=608 4 с086— т а тб, 


(2) 


Эти формулы (2) выражають 52а и с052а въ функши зта и 
соза. Если мы пожелаемъ ихъ выразить въ функщи только жа 


5% 3 а=2 5% @ 608 а, 
608 824—608 а—91? а. 


или 605а, то для этого должно замфнить с0за чрезъ У1 —507 @ 
или 51а чрезъ У1— 05а; такимъ образомъ получимъ: 


(3) 


5% 2а= = 5т а/1—та— =2 605 аут —605* а, 
608 2а—1—2 58 а—2 с05а—1. 


96 ТРИГОНОМЕТРТЯ. 


Важно замфтить, что 0524 выражается ращонально ыы функти 
с0за или зта, тогда какъ 5т2а будетъ прралмональной функщей 
эта или воза. Отсюда слЪфдуетъ, что если знаемъ 5та4 или 608 а, 
то с033а опредфляется вполнф, тогда какъ для 5% 24 опред$ляется 
только его абсолютное значене. Объяснимъ, отчего это происходитъ. 


Предположимъ сначала, что известно значеше. 54 и положимъ 
5та=6; 

* о р 
здфеь дуга @& неопредЪленна и всБ ея значеня даны (09) фор 
мулами 
а=Эёе--а, а=(2й--1)т—а, 
гдф а обозначеть н$которую опредЪленную дугу, имБющую си- 
нусомъ 6. Посл этого значен!я 52а опредЪлятся изъ формулъ 

$0 2 аи 4й--2%)=84% 23а, 
81 За и(4к-- 2—3 а)= —8т 34; 
точно также получимъ значеня с05 2а: 
08 24—608(4й=--2а)=608 24, 
08 За==03(4й"--2=—2а)==с08 24. 
. > . * з р. 
Отсюда видно, что 5%2а имЪетъ два различныхь значентя == 571 29, 
тогда какъ с0з2а имфетъ только одно значене с05 29. 
Тоже получимъ, если постараемся опредЪлить 5% 24 и 605 24 по 
03а. Положимъ, что | 
08а, 
и обозначимъ чрезъ а опредфленную дугу, им ющую косинусомъ 0; 
всЪ значеня & опредфляются формулой 
ата, 
почему значешя зт2а и с059а мы получимъ изъ слЪдующихь 
формуль: | 
5т За=5и(4 фк = 2а)= =5т2а, 
60$ 2а—==608(4йт == 2а)=00$ 24; 


. Уч 1% 
такимъ образомъ 52а имфеть два значеншя равныя, но съ обрат 
ными знаками, тогда какъ 05 2а иметь только одно значене. 
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22. ВЫРАЖЕНИЕ 83а и с083а въ ФУНКЦИИ 5% или с05а.—Если 
въ формулахъ (1), положимъ 6=2а, то найдемъ 


$00 34—50 @ 608 2а--с08 @ 5% За, 
05 За=608 @ 608 24—81 @ 5% За; 


замфняя, 524 и 0894 ихъ величинами, полученными изъ уравне- 
в (2), найдемъ: 


(4) 


формулы, которыя выражають 53а и созЗа въ функщи та и 
054. Зам$няя въ первой изъ нихъ 0054 чрезъ 1—5? 4% и во вто- 
рой 51а чрезъ 1—605?а, получимъ: 


(5) 


$ 34—35 08° а— 888 4, 
05 341—008 4 —850? @& 08а, 


Г 52 За=85т а— 48834, 
| 605 За—4608°4— 36054. 


Мы видимъ, что 534 и с0з3а выражаются ращонально, пер- 
вый въ функци 5та, а второй въ функщи 05а; напротивъ того, 
53а является иррашональной функщей с05@ и с0$3а ирращональ- 
ной функщей та. Отеюда, сл$дуеть, что, если данъ 5, то зтЗа 
вполн$ опредфляется, между т$мъ; какъ для созЗа опредфляется 
только его абсолютное значене; наоборотьъ, если данъ 6084, ТО 6083@& 
опред$ляется вполнф, 2 5%За—нфтъ. Можно, разсуждая такъ же, какъ 
и въ п°21, показать, что такъ и должно быть, но мы этихъ раз- 
сужденшй не воспроизводимъ. 

28. Если мы знаемь 5%(т-—Т)а и 05 (т—1)а въ функции 
та и с0за, тотмы можемъ получить выражения 5тта и с05та, 
положивъ 6—(т—1)а въ уравнешяхъ (1), которыя тогда примуть 
ВИДЪ 

5 тат а со; (т— 1) а--с08 @ 5вт (т—Т)а, 

с05 Та—605 @ 605 (Т— 1) ата т (т— 1) а, 
и замфнивъ 5% (1—1) а и с03(т—1)а извЪетными ихъ значен!ями. От- 
сюда яено, какимъ образомъ можно вычислить постепенно, слБдуя 
этому прему, 544 и с054а, т5а и 005 54а,..... въ функци 
514 И 08а. Но мы не будемъ дальше продолжать вычислен!й; 
впрочемъ впосл$детви мы дадимъ обпий способъ получен1я непо- 


средственно выраженй та и созта, какое бы ни "было цфлое 
число 97. 
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24. ВЫРАЖЕНИЯ $41924 И = въ ФУНкши да. — Еели въ 


формулБ 


__ тда-Нют9ь 
(6) ит (6) — | ипуаать 
положимъь 6—4, то получимъ | 
| ры Зита 
(7) ту 24 — та, 


формулу, выражающую #924 ВЪ функщи та. 

Если въ формул (6) положимъ 6=2а, то получимъ: 
__ атда-Нату2а 

у За 1—нлуа итд За 
И ам няя 919 За его выражешемъ изъ формулы (7), 
. , 
Затда—пита 
1—3 ап ?а 

Вообще, если извфетно выражеше #419 (т—-1) а въ функщи фот а, 
то апдта оны формулою: 
ртда-Нют9(т—1) а 
1—749а 19 (т—1 а 

Такимъ образомъ мы можемъ послЪдовательно вычислить 019 4а, 
т95а, ...... которые воз будуть выражены рашонально чрезъ 
{атда. Лальше мы дадимъ общеее выражеше Фтута въ функщи 


{тд За—= 


Фапдтаы= 


итд а. 
Выражене софта въ функщи софа выводится непосредетвенно 


примфръ, зам$няя въ 
изъ выражешя 79та въ функщи #4799; напримвр 


А 1 
формул (7) ютда и 92а ЧРеЗЪ ха И борода › получимъ: 


вор а—1 
Эсофа 


60% 2а= 


Дтъълене ду. 


25. ВЫРАЖЕНИЯ 5% $4 И 605 }@ ВЪ ФУНКЩЯХЪ 605 а.— ИмЪемъ (0° 21): 
в. 605 14—5?1@—=005 @, 
‚воза 5? та=Т, 
изъ этихъ равенствъ получаемъ: 


1-8а от. 10000 
со а ЕО, т РЕ © 5 
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откуда | | 
(1) 605 @ — = ео, НИ 20 Е о 


Мы видимъ, что абсолютныя значен1я `созза И $914 вполнЪ 
опред$ляются, а знаки остаются неопред$ленными. Это можно объяснить 
т$ми же разсуждешями, что и въ п° 91. Пусть 6 будеть данное 
значене соза, и а опредЪленная дуга, имфющая косинусомъ 6; 
значен1я дугъ а, для которыхъ 608а—%, выражаются формулою: 


а=2 фт=а;: 
слЪдовательно, значен!я 60814 и 51а опредфлятея изъ формулъ: 
608} @—605 (фп-=1а), занят (жа). 
Если Ё число четное, то эти формулы примутъ видъ: 
6081 @=6051а, а = а; 
& если # нечетное, то онф будуть 
6081 а—= —6051а, $ а= а; 


это показываетъ, что с051а имфеть двойное значене = созда, Е 
511% двойное значене == эта. 2 

Если дуга 4 дана, то знаки а и соз1а будуть. извЪетны, и 

ихъ значен1я могутъ быть вычислены при помощи формулъ (1). Если 

> . п 

желаемъ, наприм$ръ, найти синусъ и косинусъ дуги = 


синусъ = есть У (1° 13), то изъ формулъ (1) получимь 


‚ зная, что ко- 


п _УУ. т ВИ 


26. ВЫРАЖЕШЯ 514 и с081а въ Функшяхъ зва.-—Если въ 
формулахъ (1) зам$нимъ с05@ чрезъ =У1— за, то получимъ 


1 У1— 2? а 
481 == = Е : 
- и 1= У1—57? а 
п1а —= = уе ; 
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но можно получить результаты боле простые. Въ самомъ дфлЪ, 
изъ двухъ формулъ | 
25146051 А-5т а, 6081 а--5т? 1а=1, 
складывая и вычитая ихъ, получимъ 
(созза т а)?—1-ята, 
(сот аи а)?=1— та, 
откуда 
воза за У1 - та, 
воза —эт1а= Ут — 58а, 
и, слЪдовательно, 
(о) воза == (1 Ета -=У1 — та), 
зла У1 —- Я — 5та). 

Въ этихъ двухъ формулахъ верхн!е или нижн!е знаки внЪ ско- 
бокъ или въ скобкахъ соотвфтственны; но въ каждой изъ нихъ 
знакъ внЪ скобокъ не зависить отъ знака въ скобкахъ. Такимъ 
образомъ мы находимъ четыре значеня для 60514 и четыре для 
5т1а; замфчательно, что значения для соз1а будутъ именно тЪ же, 
что и значен1я для 3%{а. Чтобы объяснить это, положимъ, что 6 


есть данное значене‘ та и а опредФленная дуга, им5ющая сину- 
сомъ 6. Значешя дуги а получимъ изь фориуль 


а=Эж--я, а=({2А--1)к—, 


слБдовательно, значення с051а и 51а будуть 


| 1 1 п 1 
608. (—560$ (№ —- 5 9, ), СОБ тоеЯ (в -- зе —- ый [92 ) я 
НЕ : 1 Е ь п Я 
5-5 аз вт —- 54% } 81--@— 8% (в -- а ) у 


Если для Ё возьмемъ четное число, то эти формулы примутъ видъ: 


+ 


со8та=соз1а, со @ = соз( 


я 


— 


ИТ а=за, тута = ( 
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а если А будеть число нечетное, то 


п 
6053 а —6051а, 6081 а— ел —14)= — 1 а, 
8 а= — 50! ила — 
2@— —593 4, $01А—= —5% 5 50 |= 608$ а; 


откуда слфдуетъ, что с05}а и зи{а имфютъ каждый по четыре зна- 
ченя —6051а, а. 

Если дана дуга а, то знаки 314 и 051@ извЪстны; извфетно 
также, какое изъ этихъ двухъ количествъ будетъ имфть большее 
абсолютное значеше. Эти замфчаня позволяютъ опред$лить, въ каж- 


домъ случаЪ, знаки, которые должно взять въ формулахъ (2), чтобы 
получить значеня соз1а и та. 


27. ВЫРАЖЕНИЕ #0914 въ ФУНКЩи Нда. Если въ формул$ 


23апда 
а 
у 1—птд?а ? 
замфнимь & чрезъ 14, то получимь 


28010944 | р 
2 Ы \ 
1—#т9‘1а 


119 а= 
откуда, полагая 

#09 =, 0914=5, 
будемъ имфть уравнене: 


2 
(3) 2 -- т #—1=0; 
изъ котораго выводимъ 
1 1 
(4) 2=—-- у. 


Чтобы узнать, что представляють эти два корня уравненйя (3), 
положимъ, что & будетъ опредФленная дуга, имфющая тангенсомъ 6; 
вс$ значеня дуги а будуть даны формулою 


а=щ--а, 
почему значешя х опредфлятся изъ слБдующей формулы: 


х—=#т9 ( — -- т =). 
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Если Ё будетъ четное число. 2%, то эта формула приметь видъ: 
1 1 
—#149 (п кг =) =1979 5 а, 


и, если # будеть число нечетное Зи-—-1, то 


| п к Ч 1 : 
—#т9 (== -- = ") = #79 (= —- = ") ——601 59; 


| 
откуда сл$дуетъ, что х иметь два значешя, тдфа и —с0 39, 


произведене которыхъ равно —1. 
‚.Еели дуга @ дана, то легко опредЪлить, который изъ двухъ 
корней уравнешя (3) равенъ’ та, ибо заранЪе извфетенъ знакъ 


; : ы га п 
этого тангенса. Положимъ, напримфръ, что желають найти #0 >, 
к | 
зная, что $9-р=1; положим $—1 въ формулЪ (4), которая, 
к 
такъ какъ #49 - положителенъ, дастъ 
ЧЕ — 
ту = —1--У2. 


28. Можно Г тдта въ функщи та и с0$а посред- 


ствомъ формулы, которая часто употребляется. ИмЪемъ 


о 

р 1 па  Зятлтасозза _ 25та 
ай —@м—=—— = ———=——"—"“,"—_—_—)|`— мо 
55 соз1а 260514 2 51а соз1а 


И, ПОЛЬЗУЯСЬ формулами выведенными прежде, наидемъ 
1 та __ 1—608а 
а 1--08а эта ` 


Замфняя 5та чрезъ У1— воза, получимъ еще 
| | + ./1— 6084 
ее Е 2 
[и 
29. УРАВНЕНИЕ, ИЗЪ КОТОРАГО ОПРЕДБЛЯЕТСЯ 608 ——, КОГДА ДАНЪ 
с0за.—Если въ формулЪ 


603 3а=4 605 а—3 с08@, 
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7 | 
замфнимъ а чрезъ 5 То получимъ 


а р а °“ 
608 4—4 6083 = —8 008 о 


или, полагая 


.. @ 
608@—0, ©05-5- ==, 
Э 


Это уравнен!е третьей степени и, какъ извЪетно изъ алгебры, 
имЪеть три вещественные корня. Это можно показать слБдующимь 
образомъ: пусть « будеть опредфленная дуга, косинусь ‘которой 
есть 6; значен!я @& выражены формулою | 


а=2 та, 


а значеня х. слБдующей: 


|4 


АЯ 22т =} 

СВЯТО 

гдз А можеть быть любое иЪфлое число—положительное, отрица- 
тельное, нуль. Такимъ образомъ, какое бы ни было й, можно 
написать | 


Аи, 
гдЪ $ одно ИЗЪ чисель 0, 1 или 2; слЪдовательно, 
21п С. 21к а 
&==с08 (и #е = (25 Ви 5); 
но дуги 
« 4т г ст ( 
33 3-9 3 
имфютъ косинусы, равные соотвфтетвенно (1’9) косинусамъ дугъ 


9 2 


а 4т а 
3? р —- 5 ; 3 Е 3? 
такимъ образомъ х имЪетъ три различныя значеня 
| 2т а 4т а 
сов, т), ев (+=), 


и большаго числа ихъ не можеть имЪть. 


Серре. Тригонометрая. 8 
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. а . 
30. УРАВНЕНШЕ, ИЗЪ КОТОРАГО ОПРЕДЪЛЯЕТСЯ 5-5, КОГДА ДАНЪ 
$та.—ИЕсли въ формул$ | 


50 3а=Зта-—458 а, 


а 
замфнимъ а чрезъ->, то получимъ 


э [1 . & 
па=3 т в — 48° 5} 


полагая, 


. Ев . & ть 
5% 4—0, $5 —9,. 


получимъ уравнене 
2—4 = 
4 в 
которое можеть быть выведено изъ уравневя п? 29 замфною 6 


чрезь —5. 
Чтобы узнать, что представляють три корня этого уравненя, 
‚ положимъ, что а будеть опредфленная дуга, имБющая синусомъ 6; 


_ значеня а будуть даны формулами: 

а иж-Ра, а=(2#--1)^—, 

& значешя х сл$дующими: 
2 


ее (257 5 - г. ой (< 


Пусть #=8и-Ё, гдЪ $ одно изъ чиселъ 0, а 2; эти формулы 
примутъ видъ: 


д—=5т (рот = — -|- з)= Ее зи -—. =) : 


экв (2ит-- = =—=) —5% 5. д— Е. | 


н) 


Но дуги 
3т [ п а 5 а 


Е 
имЪютъ соотвфтетвенно (п°9) тБ же же. что и дуги 
\ 


з. к. 
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| 


сл$довательно, х имфетъь три различныя значен!я 
72 Эт ‚ 4т [@2 
`51—, 5% — в —— | — 
3 (& т г 5 Ел т. 
и больше ихъ имЪть не можеть. 
31. УРАВНЕНШЕ, ИЗЪ КОТОРАГО РИД ту ‚ КОГДА  ДАНЪ 
а1да.—Если въ формулЪ 


Затда—пита 


а 1—3 ап 9д?а 


а 
замфнимъ & чрезъ —_; ТО получимъ 


3 ту-5- — #0109? = 


атда= 
1—8 09° - 


И, ПОлОЖИВЪ 
а 
419 а=6, ит9 =, 


будемъ ить 
__ 32—27 
: 1—8, 
или 
2*—364—32— 5—0. 


Такимъ образомь мы пришли къ уравнено третьей степени. 
Чтобы узнать, что представляютъ корни этого уравнен!я, обозна- 
чимъ чрезъ « опред$ленную дугу, им$ющую тангенсомь 6; значе- 
н1я а будуть даны формулою: 


Ч=йк-—-а 


’ а значешя х формулою: 


гит; +3). 


Положимъ, что #=8и-Е1, гдф & есть одно изъ чиселъ И: или 3; 
предыдущая формула приметь видъ: 


оевату( ит = Е 5) = = (+ = 
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откуда слдуеть, что 2 ‘имфетъ три значеня ася, 
2 
2979 5 пд (= -- га тд те — их =) | 


и больше ихъ имфть не можетъ 


Если данное значене 6 безконечно большое, то . уравнеше 
относительно 1 обрашается въ уравненше второй степени 


3122—1=0, 
которое иметь только два корня, а именно №. —. Съ 
| Уз го ИО" 
ме | 5 
другой стороны, такъ какъ я = -_, то выражешя корней уравне- 


ня будуть 


‚ 9 ОЕ #т9 — 


откуда слБдуеть, что, при р = <>, одинъ изъ корней этого уравне- 


: к 
н1я равенъ безконечности, а два друге обращаются въ #и9 8 И 


$019 с. Такимъ образомъ имЪемъ: 


т 


тат - Е т ры 


УЗ’. 


; за а 
32. Вообще, если мы желаемъ получить 5), с08„ или 


Гид . 
919 >, когда извфотны $та, соза, Фатда, то мы должны сперва. 


составить уравнен!я, которыя даютъ эта; созта или 0704. 


. &@ 
въ функщяхь за, с0за или фапда; зат$мъ, замфняя —„_ чрезъ а, 


получимъ уравнеше, изъ котораго опредфляется искомое неизвЪст- 
ное. Это уравнене, смотря по обстоятельствамъ, будеть 1-ой 
или 2-ой степени. Въ пятой главЪ мы раземотримъ вполн$ этотъ. 
важный вопросъ, а теперь ограничимся замфчанемъ, что опредфлеше 


* [/2 
5 > 608, ИЛИ ту зависить только оть уравнешй второй 


Е 
степени, если тбудеть степенью 2, такъ какъ, наИДЯ 521 Ч, 505 ты и 


“> 
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1 С . | 
{419 5а въ функщяхь эта, с0за или Фатда, мы можемъ, тмъ ‘же 


о а 5 @ 
путемъ, найти 3% —. 08 — ь —- в а 
у : ‚ 608 -ти 419 д» 9 5, 6085 и 9 ++ 


Опредтьлене трилонометрическиль лий нокоторыхь дузь 


33. Для безконечнаго числа дугъ, заключающихся между 0 и 
т 
5 Можно вычислить тригонометрическя дливи посредствомъ 'про- 
<того извлечен!я квадратныхъ корней. 


пт 
0 ДУГАХЪ, ЗАКЛЮЧАЮЩИХСЯ ВЪ ФОРМУЛЬ 5" — Если начнемъ 


т 
съ дуги =, то, по способу п°° 25 и 2 
5» ТО, уп и 26, получимъ синусы и косинусы 


дугъ 
п к к 
4" Веб 
а потомъ можемъ опред$лить синусы и косинусы кратныхъ этихъ 


дугъ. 
Такимъ т. получимъ формулы: 
ут = 2. р 
605 ы тя == -5> $ 
605—— — я . ЗИ — Уз 
2 8 о 


мт — 


законъ составлешя которыхъ очевиденъ. Такимъ образомъ, каковы 
бы ни были цфлыя числа т и я, мы можемъ вычислить, путемъ 
простого извлечен!я квадратныхъ корней, синусъ и косинусъ дуги 


пт 
=» и, слБдовательно, друг!я тригонометрическая лин! этой. 
5 дуги. 


34. О дугАХЪ АКЛЮЧАЮЩИХС — ы 
` ь Г Я ВЪ ФОРМУЛ ——.-—Луги -— 
32" Дуги; в 
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ат... | 
= имВють одинъ’ и тоть же`синусъ, такъ какъ он% пополнительны: 


ИмЪемъ 
к 
5% я 7—5 = —2 51 — - — 60$ 3 
и, слЪдовательно, 
2003 :-- 
—- 5; 


откуда получаемъ 


1 р. Уз 
08 ==, ИЕ 
п ы п 
или, такъ какъ > есть дополнеше дуги +, 
С сы 7/3 И И $ 
Вар 
Начиная съ дуги с, мы получимъ, сл$дуя 1°° 925 и 26, синусы 
и косинусы дугъ: 
к п 
и: 
найдемъ, наприм$ръ, при помощи формуль 1п°25, 
ЕЕ въ“ = а 
рары 2 : А 2 : 


и, при помощи И п°26, 


= НУ»), зи =(И-УЗ). 


Мы видимъ, что посредствомь извлеченя квадратныхъ корней 


. пт 
можно вычислить тригонометрическя лини Дуги 5 ом, каковы бы 
ни были ифлыя числа и п. 


я 
ЗБ. О ДУГАХЪ, ЗАК ЮЧАЮЩИХСЯ ВЪ ФОРМУЛЬ ——.—_ИмФемъ 


р 
Век з к 
от = 008 5% — 
и и Защ 
ев 59 5 5 э- 
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и, перемноживъ эти дв формулы, получимъ 


т 2" 
4608 — 605 > = 


; | . к 
но первая часть этого равенства равна удвоенной суммЪ 005 -- 


‚Зк г Е - 2 
—-608—— или удвоенной разности с0$ и 608 ит сл довательно, 
имЪемъ 


я 1 ы 
5 Г С 


возвышая это равенство въ квадратъь и складывая съ предыдущимъ, 


получимъ 5. 
(оз я --205 ее ь 
5 ОЙ В 
откуда 
в 3 


5 


Зная, такимъ образомъ, сумму и разность косинусовъ дугъ 


п п 
5 и-5, Получимь значения этихъ косинусовъ, а именно: 
вов — Е = 1-55 
И, Жо 
п _ ЕР 
605 — ==5® — 
РСТ: 4 


Е п 2т | 
Оть значенй 08 и 605 — тотчасъ же перейдемъ къ зна- 


: ое. И 
ченямъ 82% г И $0 ге такимъ образомъ получимъ: 
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Я а 8 ЗЫРУЗ 
и ——, мы получимъ, путемъ способовъ п1°°25 и рвы РИ ЕЕ 34 286 
Начиная СЪ Дуги с у у 5 6085 : ы 
26, синусы и косинусы дугъ 1 
то $ Эв==008 50 = И! 0--2/ 5 
20°: 40’ толя 4т 61 
800 56=—И 10—25 


такъ что, посредствомъ извлечен!я квадратныхъ корней, можно полу- 


пт 
чить тригонометрическ1я лини дуги — —, каковы бы ни были $ 
р ы о т < А 
цфлыя числа ти п. - ат ы ор О 
данныхъ въй` 36. Будемъ имЪть 5% 50 И 608 — 50’ ет и 605 50’ 
36. О дуГАХЪ, ЗАКЛЮЧАЮЩИХСЯ ВЪ ФОРМУЛВ —— 5 Е. тя — ИмБемъ 
2к бл. | 
полагая послфдовательно 4=-— и а = —^ вь формулахъ: 
Е _ т т 20 20 
ИВА 10” 


ВЕ: ЗО: 1 р 1 и 
2% —-@—-—И 1 9па—— У 1— па 
‚и, слЪдовательно, о Е у ик. 2 у я 


1 р вия 1 — 
52 608 === 1 —- та 1 — та; 
60 009 -®, р) р) р) 
получимъ 
608 < =008 — 608 — 5% т т ие 
И г - 10 6 10’ 81 пеевой = — и — ЗУ 5—5 5 
и, замфняя синусы и косинусы дугь — и —_ чрезь вышенайденныя с). ЭК Уз 1 ИУ 5 
: | 6 5 50=008 50 у РЯ 5—5 : 
ихъ значен!я, получимъ 
и 


теыеовыт = : ИУ — Уз а. 


20 
| 8 Зеват = ЧУ Уз —- 4-5; 


20 


наконецъ, имфемъ 


АЙ поз 5 УВ У5). 
сов оу 5 


откуда слФдуеть, что посредствомъ извлечевя квадратныхъ корней 


бт Г р 
Ва — вот = . 


Такимъ образомъ, в мы а имЪемъ: 


я =- + Уз — 1Из У5, 


о Ее": = —1-/5),. 


пт 
можно еще вычислить тригонометрическя лини дуги 559" Ка- 
ковы бы ни были цфлыя числа жи ю. 


37. Мы дополнимъ предыдущее, составивъ здфсь таблицу си- 


к 
нусовъ и косинусовъ дугъ кратныхъ ты Начнемъ съ формулъ 


БИБЛи: 16 СКА 


о Ы———_ 
т У6Кы,. 2 
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лучимъ при помощи выше приведенной таблицы, если примфнимъ 


- Зл т А 
88'и— ее 5 = — —— Е. 
50 -°9 «Из тИз У5, снособъ, которымъ мы уже пользовались по отношеню къ дуг 


Е ы. пы _ 1Ию—3у5 ут, | 15; дЪйствительно, достаточно для этого обратиться къ тож- 
р дествамъ 
о ео = 98. АС бк т... п 
м В Е 
об во" 5 =44+5), 2* _ 8п оо ел 8 
и ЗО ЗО: ‚68: 96 в. 
о =1УБЕУЕ-1 1Из—У5, о 
зе р РО Е Е, 
о - 10+2У5, Тк т жж 18 ПШх 


} к 
901 (Ф. 1г480; боты Жан 
такимъ образомъ найдемъ: 


ВЕС Ия ИУ У5—11+И5, 
30 30 


р 0085 -== = Уз -- с ИУЗ 5. 


При помощи этихъь формулъ мы можемъ вычислять синусы и ко- 


п 
синусы дугъ ат съ какой угодно точностью. 


эт тени =3У10--2У5 5Уз—1У5 (1/5), 
пы: _уЗнУ-ВИВИЕ 
мые Зву НИЕ — И, 
мы _ИруЗч ЛИН) 
че — КНУ УЗИ) 
эт ро а = ИЗИ10-+-3У5 -- ЗС-5-УЗ) 
ж ов в = уу 5 ЗУ 3 аи 5). 


38. Также легко составить таблицу синусовъ и косинусовъ дугъ 
п г 
кратныхъ 0 Девять изъ этихъ. дугъь кратныя 50 и, слБдова- 


тельно, ихъ синусы и ихъ косинусы входятъ въ составъ таблицы, 

которую МЫ ТОЛЬКО что написали; далЪе мы находимъ между ду- 
п п п 

гами кратными 0 дуги у И 5 И ИхъЪ дополнительныя; синусы 


же и косинусы этихъ дугь нами получены въ п°34. Шестнадцать 


п к 
‚остальныхъь дугъ кратныхъ 0 заключаютъ восемь дугъ кратныхъ 


36 ‚ а именно: 
к Эт 4т Тт 
ево тан 0 
и ихъ дополнительныя; зат$мъ, наконець, имфемъ дуги 
п Шт 1 13 
60 * 60’ 60’ 3’ 
и ихъ дополнительныя. Синусы И косинусы всЪхъ ЭТИхЪ дугъ по- 


ЕЕ Из+ пе а 5(Из—1) УЕ 
Е. 23т — =. — = 
3% 0 =008-. = УЗ ПУИ5—У5 — ЦуЗ-ВИЗЕУЕ, 
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вн 195 
5 0008-50 — зИз-+-0Уз—У5-- Е 3—ПУЗУЪ, 
ее п Я ва = = КУЗНУЗТУЗ — ЧУ У Ув 5, 


оО = ЦИИ 5—У5 -- Из—ПУИЗ+УВ, 
о ьия = КУЗЕИИЯРУЗ — УЗ-ПУЗУБ 
прот = (ИЗНОУЗУ5 + КУР-ШУЗУ5, 
5т = воз = Уз ИУ [о 5(И3— 1) Уз—Уб5. 


39. Изъ опредЪленя 155, синусъ дуги, заключающейся между 
0 и т, равенъ половинз хорды, стягивающей двойную дугу. Въ 


п : 
частности, синусъ дуги и. равенъ половинъ стороны правильнаго 


я-угольника, вписаннаго въ кругъ, рад!усъ котораго равёенъ еди- 
ниц$. Отсюда слфдуетъ (0233 и слд.), что стороны квадрата, 
правильнаго шестиугольника, равносторонняго треугольника, пра- 
вильнаго десятиугольника ‘и правильнаго пятиугольника, вписан- 
ныхъ въ кругъ, соотвЪтственно имфють значення: 


с = —4+У$ 1 ес 
Уз, 1 Уз, =, 1/10—3У5; | 
точно также стороны правильныхъ вписанныхь въ кругъ 15-ти и 
30-ти-угольниковъ имфютъ значен1я 


1 4-2 5 —-И ЗСУ?) 
173 ЗИ10—5//5 — ча-Ри5). 


Такимъ образомъ мы получаемъ извфетныя предложен1я геометрия 
относительно квадрата и правильнаго шестиугольника. Если рад1усъ 
круга обозначимъ чрезъь В, а стороны вписанныхъ правильныхъ де- 
сятиугольника и и чрезъ Ш и Р, то формулы 


р _ +5 Р _ Итю—2УБ 
= аа ВЕ АС ) 


дадуть 


рыть, (а) 
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Первая изъ этихъ формуль выражаетъ, что квбадрать` стороны 
правильнаю вписаннаю пятиуюльника равенъ квадрату стороны 
правильнаю вписаннало о увеличенному на квадрать 
радиуса. - 
Вторая формула показываеть, что для то, чтобы получить 
сторону правильнаю вписаниею ЕТ достаточно ‘то- 
строить прямоуюльный треуюльникь,-в5 которомь одинь изъ ка- 
тетовь равень радусу кра, а друюй— половинль этою радуса, и | 
залильмь взять излишекь итотенузы этою треуюльника наду мень- 
щимъ катетомь. Та`же формула можеть быть написана такъ: 

В р 


а Я УВ, 

и тогда она выражаетъ, что Г) есть средняя пропоршюнальная между 
Ви В— ХХ, т.е., что сторона правильнаю вписаннаю десяти- 
уюльника равна о части радбуса, раздъленнало в среднемь 
и крайнемь отношении. Ба 

Формулы, выведенныя въ п°33 и слфдующихъ, приводять 
къ построевямъ, которыя употребляются въ геометри для того, 
чтобы вписать въ кругъ правильный шестиугольникъ и правильный 
десятиугольникъ; зат$мъ вписыван!е равносторонняго треугольника 
и правильнаго пятиугольника становится очевиднымъ. Что же ка- 
сается до построен1я правильныхъ 15-ти и 80-ти-угольника, то оно 
можеть быть получено также очень легко; въ самомъ дЪлЪ, дуга, 
стягиваемая стороною правильнаго вписаннаго пятнадцатиуголь- 
ника, какъ мы выше замфтили, равна разности дугъ, стягиваемыхь 
сторонами правильнаго шестиугольника и правильнаго десяти- 
угольника. 


Зампчаня 0 соотношентяхь между различными триюнометри- 
ческими лииями. 


64. Формулы, относяшдяся къ сложенпо дугъ, и всБ тБ, ко- 
торыя мы изъ нихъ вывели, справедливы, каковы бы ни были 
разсматриваемыя дуги. СлБдовательно, эти формулы являются 
истинными тождествами. КромЪ того он позволяютъ подвергать 
различнымъь преобразованямъ выражен1я, содержашя нФеколько 
тригонометрическихь лин, и, какъ слфдетыя, получать новыя 
тождества. 
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ь. [*) 
® Напримфръ, мы нашли въ п 35, что 


п АЙ 
605 о — Но . 
ей Ве .. 38 
ИЛИ . 1-2 ты 0’ 


умноживъ на 05а, получимъ Г формулу 
в 
соза--2 $0 — с05а=2 8т-—— 608 @,, 
со то 10 
которую можно написать сл5дующимь образомъ: 


т [а (та) я-то) -—: 
— = (1% а) (1 то че+а). 


Разсмотримъ выражене и 
. . . & 
зта--зтф-|-516—460$ 5. 608 © 608 


(1) 


[Я 
2 2. 
въ которомъ а, 6, с обозначаютъ как!я бы то ни было дуги. По- 
слЪдыШЙ членъ этого выражея равенъ 
6--с 

—2 608 = 5( 0—5 ов —— =), 
или равенъ 
а-Но—с 0-е. _ 

2 2 


ео — 605 


08 ее _ совете : 


слВдовательно, данное выражен!е можеть быть написано такимъ 


образомъ: С 
(то — 5% т) —- (2 —-- 5% те 


6—1 6-6—* 
-- (= с т и) Е : 


преобразовавъ затЪмъ въ произведеня суммы тригонометрическихъ 
лин, заключенныя въ скобкахъ, и зам$няя посл5дый членъ выра- 


— Ре = 


жешемь 25% ‚ получимъ формулу: 


Е, . а ь С 
та--зат--5тс — 4608 -5. 608 608 


ей Е к 36—в—а--к 
и ть Е. со 84 о Е — = 


(2) С | | 
р а еее) 


— 
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которая будеть тождественна, каковы бы ни были дуги а, В, в. 
Мы видимъ, что если эти дуги удовлетворяють отношен!ю 


а-о-е== (чит, 
въ которомъ ® обозначаемъ цЪфлое число, положительное, отрица- 
тельное, нуль, то будемъ имЪть 


(3) эта зт--9тс—4 05 5 608 г 608 > 5550 


41. Если требуется узнать, тождество ли данное равенство 
ан Зе: ЗЕЕ 


гдЪ /(х,, 2,....т) обозначаеть цфлую функцию отъ #2, х,,...%», 
а 4, %.,....2„ различныя тригонометрическя лини, то самый обийй 
премъ для этого состоить въ томъ, что мы выбираемъ одну изъ 
дугъ, тригонометрическ1я линйи которой входять въ данное равен 
ство, и преобразовываемъ послфднее такъ, чтобы послф преобразо- 
вашя изъ всофхъ тригонометрическихь лиШЙ выбранной дуги оста- 
лась только одна *). Располагая лЪвую часть преобразованнаго ра- 
венства по степенямъ этой тригонометрической лини и приравнивая 
коэффищенты при всхъ степеняхь ея нулю, мы получимъ нф- 
сколько новыхъ равенствъ, въ которыхъ число входящихь не 
опредфленныхь будеть на единицу меньше, чфмъ въ данномъ 
равенствЪ, и эти равенства должны быть тождествами. Подвер- 
гая подобнымъь же преобразованямъ полученныя равенства и 
продолжая дЪйствовать такъ же, и далЪе, мы придемь къ такимъ 
соотношен1ямъ, которыя будуть очевидными тождествами, если 
только, конечно, предложенное равенство само тождество. Но, 
во многихъ случаяхъ, тождественность разсматриваемыхь формулъ 
можно легко установить, воспользовавшись надлежащимь обра- 
зомъ тми основными формулами, которыя мы вывели. Такъ, въ 
тождественности формулы (2) непосредственно убЪждаемся, преобра- 
зовавъ въ сумму произведеня, находяцяся въ ‘каждой изь двухъ ея 


*) Выразивъ тригонометрическля лиши выбранной дуги въ функщяхъ 
Фапд половины этой дуги, мы избЪжимъ (п° 28) введен1я ирращюональностей. 
Примъчеие Ред. 
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частей. Что же касается до формулы (1), то ее легко. повфрить, _ 
раскрывъ каждый изъ синусовъ, въ ней заключающихся. 

42. Если уравнеше между различными тригонометрическими 
лишями не тождественно, но оно удовлетворяется при установлени 
нфкотораго числа соотношенй между дугами, которыя въ него вхо- 
дять, то можемь исключить изъ него то же’ число дугъ и тогда 
получимъ равенство, которое должно быть тождествомъ. Напри- 
мЪфръ, уравнене (3) не тождественно, но оно удовлетворяется, если 
дуги @&; 6, с подчинить услов!ю 


(4) Е 
гдЪ ^ означаеть цфлое число. Чтобы убЪфдиться въ этомъ, доста- 
точно замнить с чрезъ (4-1) т а— и установить тождествен- 
ность полученнаго равенства: 


а--ь 
таз (а-Е5)—4 с08 5 5. 608 = т я 5250; 


тождественность становится очевидною, если это равенство напи- 
шемъ такъ: 


; == Ь 
2 5% ПР о оз еь —59 605 5 605 5) ий 


Мы видимъ, что уравнене (3) есть слЪдетые уравнешя (4), но 
оно болЪе обще, чфмъ посл$днее; въ самомъ дЪлБ, согласно фор- 
мулЪ (2), оно удовлетворяется не только значенями @, 6, с, ко- 
торыя удовлетворяютъ уравнению (4), но еше и тБми, которыя 
удовлетворяютъ уравненпо | 


603 Я 608 86 са 
4. 4 
—--с0$ о -с03 и —0 


Только въ очень рФфдкихъ случаяхъь алгебраическое уравнеше 
между тригонометрическими лишями нЪфеколькихъ дугъ можеть быть 
замЪфнено однимъ или нфсколькими алгебраическими уравнен1ями между 
самими дугами. Оканчивая эту главу, мы приведемъ примЪръ, въ 
которомъ ветр$чается такой случай. 


Раземотримъ равенство 
бы 6 
воз а-|-с08$--с080=1-[-4 5 5 5% 5 5т-; 
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те 


а— . 
если замФнимъ с08а-—с08$ чрезъ 2608 с0; —— или чрезъ 


а В в О . а 6 
2605° --605* 5. —2 5 58, и с05с чрезъь 1—2 5% >, то пред- 
ложенное равенство приметъ видъ: 


ара и А а 2510 
(т == эт.) —605* 605 5 =0, 


ИЛИ 


7 @ а—5 а-о \ 
(вт 5-08 =— (т —с0з ие ==0 


или, наконецъ, 


51 
5 зы ) ) : — 7 
< 5% Е 7) а. —0 


но, чтобы это соотношене имфло м$ето, необходимо и достаточно, 
чтобы одна какая нибудь изъ четырехъ дугъ: 


а-Но-е—п —а ое 
1+ ° - Г 


ао ат 
р А 4 
была равна кратному числу т полуокружностей. Такимъ образомъ, 
предложенное соотношен!е тогда и только тогда справедливо, когда 
дуги @, 6, с удовлетворяють по крайней м$рЪ одному изъ четырехъ 
условий: 


а е—м . ао т 
О а 


? 


а--о-е— (4-Е Т)л, ааа, 
а—б--6—(4п—1 т, а--—в—(4п—1 п. 


Упражненг!я. 


Т. Если обозначимъ чрезъ 5, сумму тангенсовъ 4 дутъ а, 6, с....., в, 
чрезъ 5, сумму произведен! по два этихъ же тангенсовъ, чрезъ 5, сумму 
ихЪ произведенй по три, и т. д., наконецъ, чрезъ 5„ произведеше всЪхъ 
тангенсовъ, то будемъ имфть сл$дующую общую формулу 


ау (а- Рос... т 


требуется показать справедливость этой формулы и вывести изъ нея вы- 
ражене для запдта въ функщи тда. 


Серре. Тригонометря. 4 
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П. При тЪхъ же условяхъ, что и въ предыдущемъ вопросф, имфемъ 


вт (а-Но-Не--...-Н®)=(8,—8.-Е8,—...) в08@ . 6085...608, 
соз (а--Ъ-Не--..-Н®)=@ —8,-8,—...) сова . с085...608№; 


показать справедливость этихъ формуль и вывести изъ нихъ выраженя 


для зпта и созта въ функщи эта и 084. 
ПТ. Составить уравневше, изъ котораго можно было бы опредфлить 


а 
608 =, когда ланъ соза, и другое, изъ которато можно было бы опредЗлить 


эт- >, когда данъ эта. Ршить оба эти уравнен1я для случаевъ, когда 
х #о к п п п 

изъ значени ие: раме А 

а имЪетъ одно Е Е а 
этихъ случаевъ опредфлить, что выражаютъ корни, 


ГУ. Окружность круга раздфлена на и равныхъ частей; если изъ то- 
чекъ дЪлен!я опустить перпендикуляры на какой нибудь дламетръ, то сумма 
перпендикуляровъ, расположенныхь по одну сторону дмаметра, будетъ 
равна суммЪ перпендикуляровъ, расположенныхъ по другую сторону. 


\. Вычислить стороны правильныхъ многоугольниковъ о 3, 6, 5, 10, 15, 


и въ вкаждомЪ изЪ 


20 и 30 сторонахъ, описанныхь около круга, котораго радрусъ равевъ- 


единиц$. 
УТ. Найти алгебраическое соотношене между дугами а, 6, с, удовлетво- 
ряющими одному изъ двухъ уравненй 
татда-Нат96-Нат9 <= ту а ат 9 Зап с, 
608? а-- 086-608? в--2 08 @ 608$ 6086—1. 
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О ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХЪ ТАБЛИЦАХЪ. 


Поедварительныя теоремы. 


43. Для того, чтобы пользоваться круговыми функщями, не- 
обходимо имфть средства для вычисленя значевй тригонометриче- 
скихъ лиЙ какой бы то ни было данной дуги, и наоборотъ—для 
вычислен!я значен дуги, когда мы знаемъ одну изъ ея тригоно- 
метрическихъ линй. Для этого необходимо имфть таблицу, которая 
давала бы возможность узнавать значенйя тригонометрическихъ ли- 
нй, соотв$тетвующя посл довательнымъ значенямъ дуги, заключаю- 


щимся между би промежутки между которыми были бы до- 


статочно малы. Мы покажемъ, какимъ образомь можно составить 
такую таблицу; зат$мъ увидимъ, какимь образомъ, при посредствЪ 
этой таблицы, можно найти тригонометрическля лини какой бы ни 
было данной дуги, и, наоборотъ, какъ ‘можно найти наименьшую 
положительную дугу, соотв$тствующую данной тригонометрической 
лини. Но сначала мы должны доказать нЪеколько предварительныхъ 
теоремъ, необходимыхъ для той цфли, которую мы имфемъ въ виду. 

44. ТЕОРЕМА [.— Всякая душ, закмочающаяся между 0 ци 


. больше своею синуса и меньше своею татенса. 


[я 


Фиг. 7. 


Пусть (фи. Т) АМ=х будеть дуга, заключающаяся между 0и 
5; МР синусь и АТ тангенсъ этой дуги. Продолжимь МР до 


встр$чи ея съ окружностпо въ точк$ М и проведемъ касательную 
ТТ; тогда будемъ имЪть: дуга МАМ>ММ и дуга АМ1<АТ--ТТ. 
№ 
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Но дуга х равна половин$ МАМ или АМТ, 5х равенъ половин 
ММ, а 195 равенъ каждой изъ линй АТ и Т.Г; поэтому будемъ 


ы 


имЪть , 
отт и х<итух. 


п 
Сльдствв.—_ Если душ х уменьшается отъ > д0 0, то отно- 


. 875 
еше —— неопредьленно приближается кь единиц. 


> $809 
ДЪйствительно, такъ какъ атух—=--._., то можно написать 


тт 
воз’ 


5тх< а 
или, дфля на 5%, 


Зе. 


08 Х 


: я 
Отсюда видно, что отношене из Заключается между единицею 


/ 
/ 


и дробью о предфлъ которой, для 2—0, равенъ единиц$; слЪ- 


довательно, 


ея . зт 
—1 или Ит = 
$97, Х НЯ 
45. Теорема П.— Разность между дуюй, заключалюощейся между 0 в 
п Г х 
5 › М ея симусомь меныше четвертой и даже шестой части 
куба этой ду. 
Чтобы доказать, что разность, о которой идеть рЪчь, меньше 
четвертой части куба дуги, достаточно разсмотрЪть неравенство: 


ея % 
ту >>, 
выведенное въ п°44; умножая его на 260 2—9 ( 1 — 50%? =) по- 
лучимъ : 


. . я . . ся 
зто>т—я $?-5 или хил 5; 


22 


ЕЯ . 
—, и, слЪдовательно, 5%? — меньше -—- т’ тБмъ бо- 


5% 
Но 52% — меньше 5 


2 2 


тбе чл л—5тх < = | 
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: 2 
46. Что разность х—5%х менЪе = › То проще всего это дока- 


жемъ, исходя изъ формулы 
51 3—3 зтх—4 их, 
выведенной въ п” 22. ЗамЪняя въ ней х послфдовательно чрезъ 


НЯ ЕЯ 


НЯ 
3) 3»::: 5» ПОдУЧИМЪ 


35% — 505 = 45% 5, 


они В Е аа 
39% 5—8 — м =, 


ча зо 


. ея 
3 Эт — т = —4 50° зи; 


далЪе, складывая эти равенства, предварительно умноживъ ихъ 


соотв тственно на 1, $3, 3?,...., 3”_*, находимъ 
З" 5 я — 04 (вт 3-33 3 ера 2), 
или 
. м 
5870 5 


; СВХ | ме #19 НЯ 9. В ыЯ } п—1 
1.— Гота (т 57-35% а... Е” 18 ‘3). 
(в) 
НЯ 
Если цфлое число ® неопред$ленно увеличивается, то дуга —5* 
ЕЯ 
507% в 
приближается къ нулю и отношеше Е приближается къ еди- 
5) 


ницЪ; первая часть предыдущаго равенства имЪеть своимъ предЪ- 
ломъ разность 2—3, слБдовательно, и вторая часть стремится къ 
тому же предфлу. Но такъ какъ синусь менфе его дуги, то предЪль 
второй чаети нашего равенства менфе того пред$ла, къ которому 
приближается геометрическая прогресея 


3 23 73 223 
(я. Е-уеяг) 
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23 
этоть же предфль равенъ-., а потому имфемъ 


а 53 
хтхдх< =. 


47. Такимъ образомъ предыдущ]я теоремы доставляють два 


23 $ 
пред$ла, а именно хи — —, между которыми заключается $27. 


Также легко выводятся два предфла, между которыми заключается 


с0з1; дЪйствительно, имфемъ 


. ВЯ 
6081 —=1— 95%? 5, 


но п а И 
и, такъ какъ 5 > заключается между 5 из — 482 то сперва. 
найдемъ 
: 22 
608%.>1 м 
а потомъ 


Ия 23 2 22? 2 23 2 
608 2<1—3(5 — и) п 54—2(35) ; 
и подавно 
2? Е 
:2052< 1—5 РР 


аа 2" 2 
И такъ, созх заключается между 1—5 И 1 Эа а, 


Дтьленае окружности. 


48. Ло сихъ поръ мы выражали дуги ихъ отношенями къ 
радтусу, но, въ приложен!яхъ теори круговыхъ функщЙ, гораздо 
удобнзе ихъ выражать отношенями къ окружности. Для этой 
цфли согласились раздфлить цфлую окружность на 360 равныхъ 
частей. которымъ дали назван!е радусовъ, такъ что полуокружность 
содержитъ 180, а квадранть 90 градусовъ. Каждый градусъ под- 
раздфляется на 60 минуть, и каждая минута на 60 секундь. Гра- 
дусы, минуты и секунды соотвфтственно обозначаются °, ', ”; дуги, 
менышя, чЪмъ 1”, выражаются десятичными долями секунды. Та- 
кимъ образомъ дуга, содержащая 23 градуса 27 минуть 31 секунду 
и 8 десятыхъ секунды, выразится такъ: 


НВ! 
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Если обозначимъ чрезъ д длину дуги, а чрезь № число содержа- 
щихся градусовъ въ этой дуг, то будемь имЪть равенство 
х М 
ж 180, 
изъ котораго опредфлимъ одно изь чисель д или №, когда одно 
изъ нихъ извЪетно. 
Если примемъ секунду за единицу, то для опредлен!я числа 


д’ секундъ, содержащихся въ дугЪ 2, будетъ служить формула 


я Ре 


т 648000 ° 


Напримфръ, если желаютъ, найти число секундъ, содержащихся 
въ дуг$, равной 1, то по этой формул$ находятъ: 


‚ _ 648000 


Е 


к 


глЪ величина п есть 
п—=8,14159265358979323846..., 

и, ограничивая вычислен!е тысячными долями секунды, 
7—206264”, 806=57°17'44”,806. 


Составленае таблицы синусовь и косинусов. 


49. Чтобы имфть тригонометрическя лини какой-нибудь дуги, 
достаточно знать эти лини для дугъ, заключающихся между и 90 
градусами. Можно даже ограничиться дугами, заключалощимися 
между 0 и 45 градусами, ибо двЪ такя дополнительныя дуги, какъ 
45-х и 45°—5, имфють одинаковыя тригонометричесыя лини. 
КромЪ того, если синусы и косинусы извфетны для всфхъ дуть, 
заключающихся между 0 и 45 градусами, то остальныя четыре 
тригонометричесмя лини могутъь быть опред$лены посредствомъ 
равенствъ, которыя мы вывели въ п° 11. 


ПослЪ этого мы покажемъ, какимъ образомъ можно составить 
таблицу синусовъ и косинусовъ для всхъ дугь, возрастающихъ на 
10 секундъ, оть 0 до 45 градусовъ. 
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Синусъ и косинусъ дуги вЪ 10 секундъ. — Обозначимъ чрезъ в 
длину дуги въ 10 секундъ, тогда будемъ имфть (1748) 
10" п 


°— 648000 64800’ 
и, производя дфлеше, получимъ 
е—0,00004 84813 68110.... 


Потомъ имфемъ (п? 45) 
=3 
58805 <Е И $0 > ==— в ь 


и: (9) 


3 
< <0,00000 00000 00021; 


слЪдовательно, | 
5%10”<0,00004 84813 68110, 
5%10”>0,00004 84813 68089. 

Эти два предфла для эт 10” имфють двфнадцаль первыхъ десятич- 
ныхъ знаковъ одинаковыхъ, Такъ что мы можемъ съ точностцо, по 
крайней мьрЪ, до половины единицы тринадцатаго десятичнаго по- 
рядка написать 

5%10”=0,00004 84813 681. 


Вычислимъ теперь 60510”; имЪемъ (0747) 
, 2 р] Й 
[5 |5 в 
60$=>1—— И 6058 = -- - 


1 
а такъ какъ е<50,00005 или < э-1ог› То будемъ имЪть 


= 1 


1 
54 < 384.10 тов : 


22 
© 
откуда слёдуеть, что 1—5 есть величина 0605е, съ точностНо, 


по крайней мЪрЪ, до половины единицы восемнадцатаго десятич- 
нато порядка. Ограничиваясь тринадцатью первыми десятичными 
знаками, получимъ, 


с0810"=0,99999 99988248. 
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50. Синусы и КОСИНУСЫ ДУГЪ, ВОЗРАСТАЮЩИХЬ НА 10 СЕКУНДЪ, 
НАЧИНАЯ СЪ 0 ло 45 ГРАДУСОВЪ.— Если въ формулахъ 
т (а- 5-Е я(а—5)=2 080 5%, 
605 (а--5)- соз(а—6)==2 0086 054. 
положимъ а=(т—1)0, то получимъ 
(1) (485 —9 60865 (т— 1) 6—\(т— 25, 
| с0зтб=2 с08фе0з(т— 1) —е03(т— 26. 
Если примемъ 6=—10” и положимь 7==2, то эти формулы да- 
дуть значешя $20” и 00820”. Вообще, если извфетны синусы и 
косинусы двухъ дугь, поелдовательно кратныхь относительно 
дуги 06—10”, то формулы (1) дадуть значеня синусовъ и коби- 
синусовъ слфдующихь кралныхъ дугъ. Но вычислешя можно со- 
кратить, поступая слфдующимь образомъ: постоянный множитель 
2 с0з 10”’ мало чЪмъ отличается отъ двухь единицъ; полагая 
260810"=9—\, 
будемъ имЪть. 
Х—0,0000000023 504, 
и формулы (1) примуть видъ: 
6) [йииф— (т 1] =Е[зт-1 )6—з(т-2)6 | —®з#\т— 15, 
х [созтб—с08(т-—1) 6] =[еоз(т—1)6—0з(т—2)6 |-—№008(т—1)5. 
Эти формулы (2) служать для вычислен!я разностей 
. Г эить—и(т— 1, 
(5) а 
| с05т6 —с0о8(т— 16, 
посредствомъ предшествующихъ разностей 
( зи(т—1)6—зи(т— 26, 
(4) 
в05(т—1)6—с05(т— 26, 
предварительно вычисленныхъ, и 5 (т—1)6 и с08(т— 1). При- 


бавляя затфмъ соотвЪфтственно къ разностямъ (3) извфетныя зна- 
ченя з(т—1)6 и с0з(т—1)6, получимъ 5иб и 0510. 


_ Разности (3) легко выводятся изъ вычисленныхъ разностей (4); 
дЪйствительно, для этого достаточно вычесть изъ этихъ послЪднихъ 
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соотвЪфтственно произведеня #5 (т—1)6 и #008 (*—1)6, одинъ изъ. 


_ множителей которыхъ поетояненъ; эти произведен!я вычисляются 
довольно быстро, если позаботимся составить таблицу произведенй 
® на девять первыхъ чиселъ. 


51. ВКакъ бы ни были трудны вычисленя, ходъ которыхъ мы 
только что указали, мы видимъ, что возможно составить таблицы 
синусовъ и косинусовъ для всёхъ дугъ, возрастающихъ на 10””, на- 
чиная съ 0 до 45 градусовъ. Однако, еще слфдуеть разсмотрЪть, 
какое вмяве на вычислене различныхъ синусовъ и косинусовъ ока- 
жуть тБ ошибки, которыхъ нельзя избфжать во время вычисленй. 
Мы начали съ величинь 510” и 0810”, вычисленныхь съ точ- 
ностНо до половины ор тринадцатаго десятичнаго порядка; 
предположимъ, что во всфхъ послфдующихь вычисленяхъ сохра- 
НИМЪ ЧИСЛО |. десятичныхъ знаковъ; посмотримъ, какое значене 
слФдуеть дать , чтобы получить требуемую степень приближеня. 
Обозначимь, вообще, чрезь о„ приближенное значен!е змий. 10” ИЛИ 
с05т . 10”, вычисленное съ № десятичными знаками, & чрезъ а„-—- 
-Ё®„ точное значене. Принимая это во внимане, можемъ написать 
каждое изъ уравнен!й (1) такъ: | 


вии (2—й) (а ав.) (а „Ре, _,) . 


Если значетя 9„, и а, были вычислены съ ш десятичными 
знаками, то вычислимъ произведеше (2—1) а„_, также съ в деся- 
тичными знаками и вычтемъ о„_, изъ этого приближеннаго произ- 


веден1я; разность будетъ а„. Слфдовательно, будемъ имЪть 
„=(2—)а 


ей < 
7—1 9 — 2 т’ 


тдЪ С, обозначаеть положительную или отрицательную ошибку, 
которую дфлаемъ, подставляя вифето (2—#;) а„_, приближенное зна- 


. к у 
чен1е этого произведетя, вычисленное съ точностью до а Изь 
10' 
двухъ предылущихъ уравнен!й выводимъ 
„—(2—й) = — „НС; 


но количество Ёе„_, очень мало по отношенио къ 2 „_:, Поэтому 
можно принять, что оно заключается въ („, при чемь выспий пре.. 


- ЧТО = 
Полагая посл довательно 71—2,3,...,, о замътивъ, о Вь з 
нулю потому что мы не пфлаемъ никакой ошибки для 58%0 и $0, 
, 


59 
‚ГЛАВА ВТОРАЯ. 


ИМЪ 
дфлъ этого послдняго количества измЪнится незначительно. Так 
образомъ, можемъ просто написать 


=„=2 Ет—1— В т—2 Евы 2 


ИЛИ 


г 
би — и—1=т—1— та ЧЕ . 


равно 


получимъ 
(„—=,)==е.-Е5,, 
(е.—в,)==(е, —=,)-5», 
(ев) ==(е—®,)-- , 


= е„_1)= (Ета) 5 


Складывая ЭТИ равенства, наидемъь 
в И щцые 
ее = ы 5 


каждое изъ чисель (,, (,,.... По абсолютному значению меньше 


етическаго; 
о то ‘же самое относится и до ихь средняго арием аго; 
Ы 
10 г 
ан обозначимъ это среднее ариеметическое чрезъ 9„, то пред 
дущее уравнен!е приметъ видъ: 
е„—=„_1=е.--(и—1)9„; 


| ЛУЧИМЪ 
если 2 послЪдовательно дадимъ значеня 2,3,....., ТО Полу 


ый —е„_4==е.--(т м 1)0,. 


и, складывая, найдемъ 


е„=те,--9,--20,-30,--... ---(т—1)©,,. 
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| и я 
Но абсолютное значене в, <. = › а абсолютное значене каж- 


Е 1 
дато изь чисель ©,, ©,, ©,,.... меньше тор} кром$ того, сумма 
2-3 (т— 1) равна", почему, если не обращать вни- 
УЕ у р 


ман1я на знакъ числа = получимъ 


т) 


т \т—1.) 
“и 9108 т 2: 0" 


ПослВ этого постараемся опредЪлить, какова, можетъ быть ошибка 
для синуса и косинуса дуги въ 45°, опредфлеше которыхъ закан- 
чиваетъ рядъ вычисленй. Такъ какъ дуга въ 45° содержить въ 
себЪ 16200 разъ дугу въ 10 секундь, то положимь ж=16200; 
предыдущее неравенство приметъ видъ: 


16200 16200х 16199 
16100 5 1ов ти 


э 


а тБмъ боле будемъ имфть 


1,5 


ый 
816200 10" о 10 . 


Если примемъ „==17, то вторая дробь будеть равна то, 


и тогда 
будемъ имЪть 
2,5 тт 
216200 10? ИЛИ 4 °10: ? 
такимъ образомъ, ошибка при вычислени 545° или 60545° будетъ 
меньше четверти единицы восьмого десятичнаго порядка. 


Изъ этого слфдуеть, что, начиная съ 5110” и 60810”, полу- 
ченныхь съ точностНо до половины единицы тринадцатаго де- 
сятичнаго порядка, и вычисляя съ 17 десятичными знаками синусы 
и косинусы, слБдующихъ дугъ, можно быть увфреннымъ, вплоть до 
самаго конца таблицы, въ точности первыхъ восьми десятичныхъ 
знаковъ. 

52. Но когда приходится выполнять такъ много вычислешй, то 
необходимо подвергнуть повфркф получаемые результаты. Сл5дуетъ 
также, раньше начала вычислешй, непосредственно вычиелить 
синусы и косинусы нФкотораго числа дугъ, для того чтобы впо- 
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слфдетыи имЪть достаточное число членовъ для сравнен1я; напр., 
мы дали (0737 и 38) выражен1я для синусовъ и косинусовъ дугъ, 


кратныхь—, т.-е. для дугъ оть 3 до 3 градусовъ; было бы по- 


60 
лезно вычислить эти синусы и эти косинусы съ достаточнымъ числомъ 
десятичныхъ знаковъ; если промежутокъ въ 3° покажется слишкомъ 
большимъ, то можно уменьшить его на половину или въ четыре 


раза, пользуясь формулами 


‚1 у 1— 6084 Е 1--в08 а 
тая та 605 т И 


а также и тфми, которыя относятся до сложен1я и умножен1я дугъ; 
очень легко также составить весьма точную предварительную таб- 
лицу, содержащаю синусы и косинусы дугъ, кратныхь 45 минутъ 
или 2100 секундъ. Эта первая таблица будеть имЪть не только то 
преимущество, что доставить средства для повЪрки, но она также 
дасть возможность достигнуть съ большею точностно вычисленйй, 
относящихся до таблицы, ибо синусы и косинусы дугъ оть 2700 
до 2700 секундъ могуть быть вычислены съ требуемою степенью 
точности. 

Наконець, когда таблица уже составлена, то ее можно повфрить 
столькими способами, сколькими пожелаемъ пи посредетв$ тожде- 
ственной формулы 


$ (90°—2)-- 58 (18°—2)-Е3(18°- == 
—5и(54°—4)-- 5 54°- 2), 


выведенной въ п 40, и другихъ формулъ того же рода. 

Хотя мы и можемъ составить всю таблицу по способу указан- 
ному въ п” 50, однако слфдуеть остановиться, лишь только достиг- 
немъ дуги въ 30°. ДЪйствительно, когда вычислимъ синусы и ко- 
синусы дугъ, возрастающихь на 10 секундъ, начиная съ 0° до 30°, 
то можемъ получить синусы и косинусы дугъ, заключающихся между 
30° и 45°, посредствомъ простого вычиташя. 


Въ самомъ дфлЪ, припомнивъ, что 53 0°—-, найдемъ (п°18): 
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561(80°-2)--5#(30°—4)==608%, 
с08(30°—4)—605(30°--2)=8х, 


откуда получимъ 
$13 0°-)=6058—8(30°—*), 


05(30°--4)==08(80°—)— 5; 
эти формулы дають возможность получить, при помощи очень лег- 
каго вычисления, синусы и косинусы дугъ, болышихъ 30 градусовъ, 
когда извЪфстны синусы и косинусы дугъ, меньшихь 80 градусовъ, 
такъ что пользован!е ими значительно облегчаеть трудъ составленя 
таблицы. 

Изложенный нами способъ есть тотъ, который употребляли 
ученые, которымъ мы обязаны построешемъ первой таблицы сину- 
совъ и косинусовъ. Впослфдетвыи анализъ доставиль друше болфе 
простые премы для болБе скораго достижешя этой ц$ли; эти 
премы состоять въ употреблеи разностей и они основываются 
на формулахъ, которыя выражають синусы и косинусы въ функщи 
дуги. Мы выведемъ эти формулы въ главЪ У. 


Таблицы лозариемовь круювыхь функии.. 


53. Въ численныхъ приложешяхь постоянно прибЪфгають къ по- 
мощи логариемовъ, почему болБе важно знать логариеомы синусовъ, 
косинусовъ и проч., чфмъ самыя тригонометричесмя линш. Но 
когда синусы и косинусы дугъ, отъ 10 до 10 секундъ, вычислены, 
то легко составить и таблицу ихъ логариемовъ. Составивъ такую 
таблицу, мы можемъ составить таблицу логариемовъ, тангенсовъ и 
котангенсовъ, пользуясь формулами 

109019 х—=1099т1—109608%, 
1096015=109608—409 9%. 

Что же касается до секансовъ и косекансовъ, то ихъ совофмъ 
не употребляють; логариемы ихъ равны логориемамъ синусовъ и 
косинусовъ, но только съ обратными знаками *). 

Самыя употребительныя тригонометрическ1я таблицы синусовъ, 
косинусовъ и проч., это таблицы Каллета. Ниже покажемъ распо- 


*) Въ У главЪ даны формулы, при помощи которыхъ можно вычислять 
непосредственно и при томъ съ какой угодно степенью точности логариемы 
инусовъ, косинусовъ, тангенсовъ и котангенсовъ всЪхъ дугъ. 
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ложене и употреблеше этихъ таблицъ, но раньше мы должны сдфлать 
весьма важное замфчане. | 

Синусы и косинусы дугъ отъ нуля до 90 градусовъ, тангенсы 
дугъ отъ нуля до 45 градусовъ и котангенсы дугь оть 45 до 90 
градусовъ меньше 1, почему логариемы ихъ числа отрицательныя. 
Во избфжаше употребления отрицательныхь характеристикъ, въ 
таблицахъ Каллета прибавлено по 10 единицъ ко вс$мъ отрицатель- 
нымъ логариемамъ; такимъ образомъ при вычислен!яхъ всегда надо 
заботиться объ уничтожени этихъ 10 единицъ. 


Расположенае таблиць ЕКаллета. 


54. Первая изъ этихьъ таблицъ содержитъ логариомы синусовъ и 
тангенсовъ дугъ, возрастающихъ наодну секунду, для первыхъ пяти 
градусовъ, съ семью десятичными знаками; а такъ какъ синусъ или 
тангенсъ дуги есть косинусъ или котангенсъ ея дополненя, то, сл%- 
довательно, эта таблица даетъ также логариемы косинусовъ и ко- 
тангенсовъ дугъ выше 85 градусовъ. 


Градусы означены, внЪ рамки, вверху и внизу на каждой стра- 
ниц$; минуты занимаютъь первую и послфднюю строки, а секунды 
первый и послфдыЙ столбцы. На каждой лфвой страниц нахо- 
дятея только логариемы синусовъ и косинусовъ, а на каждой пра-. 
вой страниц$ расположены логариемы тангенсовъ и котангенсовъ, 
какъ это видно изъ заглавйй этихъ страницъ. 

Слфдуюцния таблицы содержатъ логариемы синусовъ, косинусовъ, 
тангенсовъ и котангенсовъ, отъ 10 до 10 секундъ, для вефхь гра- 
дусовъ первой четверти окружности. Въ ней градусы обозначены, внЪ 
рамки, вверху и внизу каждой. страницы. Минуты и секунды, на- 
ходяпияся въ первомъ и во второмъ столбцф, относятся къ граду- 
самъ, которые обозначены вверху; минуты и секунды, которые пом?- 
щены въ посл5днемъ и предпослЪднемъ столбцЪ, относятся къ гра- 
дусамъ, обозначеннымъ внизу страницы. 

'Третй столбецъ содержитъ логариемы синусовь дугъ, которыхь 
градусы обозначены вверху страницы и которыхъ минуты и секунды 
помфщены въ первомъ и второмъ столбиф. Третйй столбецъ озаглав- 
ленъ 55, но надо читать лозариемы синусовь. То же самое отно- 
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сится и до другихъ. Четвертый столбецъ содержить разности лога- 
риемовъ синусовъ, какъ это указываетъ его надпись; каждое число 
этого столбца находится не на продолжен!и чисель предыдущаго 
столбца, но находится на полетроки ниже и каждое изъ нихь вЫ- 
ражаетъ разность двухъ логариемовъ, между которыми оно нахо- 
дится. Пятый и шестой столбцы содержать логариемы косинусовъ 
т$хъ же дугь и ихъ разности; седьмой и восьмой столбцы содер- 
жатъ логариемы тангенсовъ и ихъ разности, наконецъ девятый стол- 
бець содержить логариемы котангенсовъ т$хъ же дугъ; ихъ разно- 
сти ТБ же, что и разности логариемовъ тангенсовъ "); поэтому то 
въ заголовкВ столбца, содержащаго эти разности, находится надпись 
Фе Уётетсез сотатитез. 

Если разсматривать только градусы, обозначенные вверху каж- 
дой страницы, то можеть показаться, что таблицы проетираются 
только до 45 градусовъ, но если обратить внимаше на то, что каж- 
дый столбецъ имфетъ два заглавя, что столбецъ, вверху котораго 
написано 5275, внизу имфеть надпись 05275; что столбецъ, имЪю- 
ий заглав!е вверху с055 внизу озаглавленъ 55 и, что то же 
самое мы видимъ отновительно тангенсовъ и котангенсовъ, то обративъ 
внимане на градусы, равно какъ_и на названтя столбцовъ, которыя 
находятся внизу каждой страницы и на два послфднихь столбца 
справа тфхъ же страницъ, заключаемъ, что даны и логариемы си- 
нусовъ, косинусовъ, тангенсовь и котангенсовъ, для градусовъ, ми- 
нутъ и секундь оть 45 градусовъ до 90 градусовъ. 


Употреблеше таблиць. 


55. ЗАДАЧА. 1.—По чиелу зрадусовь, минуть и секундь душ, 
меньшей 90`зрадусовь, найти лозриемь синуса, косинуса, танленса 
или коталленса этой дум. 

Первый случай. — Если данное число состоитъ изъ градусовъ, 
минуть и десятковъ секундъ, то ишемъ сначача число градусовъ 


*) Такъ какъ имфемъ 


419 (х--№) 085 
тух ^^ соцх-М) 


и, логариемируя, 
109319 (#--®)—10494а19 2109 сот одеоКх-Е. 
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между числами, которыя означены вверху или внизу страницъ; 
вверху, если дуга меньше 45°, а внизу, если она больше. Далфе, 
если дуга менЪе 45°, то слфдимъ за числами перваго столбца, ко- 
торыя идутъ, возрастая сверху внизъ; если же дуга болЪе 45°, 
то — за числами послфдняго столбца, которыя идутъ, возрастая снизу 
вверхъ. Сл$димъ, я говорю, за числами того или другого изъ этихъ 
столбцовъ въ томъ направленш, въ ‘которомъ они возрастаютъ и 
только до тЪхъ поръ, пока не встрфтимъ данное число минутъ. 
Сл$дуя той линш, въ которой находится найденное число минутъ, 
перехоцимъ къ столбцу, содержащему секунды; слфдя въ томъ же 
направлен!и за числами этого столбца, найдемъ данное число де- 
сятковъ секундъ и на лини, на которой находится послфднее число, 
найдемъ искомые логариемы синуса, косинуса, тангенса и котан- 
генса.. 

Положимъ, напримфръ, что хотять найти логариемъ тангенса 
79°. 51’ 40”; такъ какъ 79 градусовь находятся внизу страницы, 
то должно сл$дить за числами послФдняго столбца, которыя воз- 
растаютьъ снизу вверхъ; въ этомъ столбцф найдемъ 51 минуту; за- 
т$мъ переходимъ въ предыдуш столбець съ десятками секундъ; 
ВЪ тОмъ же направлен!и въ этомъ столбиЪ найдемъ 40 секундъ; въ 
этой же строк$ и въ столбиЪ, озаглавленномъ снизу тдетз, найдемъ 
0,7475657. Это будеть искомый логариемъ. Такимь образомь имфемъ 


109 тд (19° 51' 40") =0,7475657. 


Второй примБръ: требуется найти логариемъ синуса 2524/50". 
Такъ какъ 2 градуса находятся вверху страницы, то спускаемся 
сверху внизъ въ первомъ столбцЪ, числа котораго идутъ, возрастая 
сверху внизъ; въ этомъ столбиф находимь 24 минуты; затЪмъ 
переходимь въ слБдуюцИй столбецъь, въ которомъ содержатся 
десятки секундъ; спускаясь вдоль этого столбца, находимъ въ немъ 
50 секундъ; въ той же строк, въ столбць, озаглавленномъ сверху 
5тиз, найдемъ 8,6244662. Это будетъ искомый логариемъ, увели- 
ченный десятью единицами. Такимъ образомъ получимъ 


09 5 (2° 24'50")=2,6244662. 
‚ Второй случАЙ. — Если данное число содержитъ кромф единицъ 
секундъ еще и дробныя части секунды, то начинаютъ съ превра- 


щеня дробей въ десятичныя; затВмъ ищутъ, какъ мы только что 
5 


Серре. Тригонометрля. 
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показали, логариомъ синуса или тангенса дуги, получаемой изъ 
данной, если въ послЪдней отбросить единицы и десятичныя доли 
секунды, совокупность которыхъ обозначимъ чрезь #. Потомъ бе- 
руть разность А, сушествующую между найденнымъ логариемомъ 
и логариемомъ, непосредственно слфдующимь за нимъ, считая сверху 
внизь или снизу вверхъ, сообразно направлен, въ которомъ 
идуть; наконець, прибавляютъ къ найденному логариему число ДА’, 
опредЪляемое изъ уравненя 


НР: Е и Ва 
Цех, откуда ^—1о; 


и, такимъ образомъ, получать искомый логариемъ. ЗдЪеь А’и А 
выражаютъ единицы седьмого десятичнато порядка, поэтому бе- 


А 
руть для А’ цфлую часть произведен1я ЕТ Х 1; но при этомъ со- 


гласились увеличивать единицею цфлую часть, если дробь, которую 
отбрасывають, больше 0,5. 

Если хотять’ найти логариемь косинуса или котангенса данной 
дуги, то увеличивають десятью единицами число секундъ данной 
дуги и, отбросивъ единицы и дробныя части секунды, получаютъ 
дугу, которая будеть превышать данную дугу на нЪкоторое число 
% секундъ; зал$мъ ишутъ логариемъ ея косинуса или ея котан- 
генса и прибавляютъ къ результату = ‚ гдЪ А обозначаетъ разность, 
между найденнымъ логариемомь и непосредственно ему предше- 
ствующимъ, считая сверху внизъ или снизу вверхъ, сообразно на- 
правлению, въ которомъ идутъ. 

Правило, которое мы только что изложили, основывается на слЪ- 
дующемъ принцип: 

Если даны два какя нибудь послъдовательныя малыя при- 
ралценая душ, то прирапценая, соотвътетвуюция 109 9% или 
109 608 и т. д., почти пропорональны приращенаямь ду. 

Этотъ принципъ не совсфмъ точенъ, но, примняя его, мы по- 
лучаемъ достаточное приближене, исключая тфхъ случаевъ, кото- 
рые мы разсмотримь ниже. Можно его провфрить при посредствЪ 
самихь таблицъ; дЪйствительно, можно убфдиться, что, исключая 
начала таблицъ, на довольно большомъ протяжени разности 109 91, 
или 109 0$, или и т. д. почти постоянны; отсюда слфдуеть, что 
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для равныхь приращевй данной дуги логариемь синуса или ко- 
синуса, и т. д. этой дуги принимаеть почти равныя приращеня. 
Мы покажемъ на примфрахъ образець вычисленя. 


1° Найти лозариемь т (49°58'24”,3). 
109 5%0(49°53'20”)=1,8885459 А—177 
Для 4”',3 76 17,71Ж4,3—=76,11 


Тод т (49°58'94/, а. 8835535 
2? Найти лозариемь с05(36°35'36”,3). 
1.09 с08(36°35'40”)=1,9046481 А—156 
Для. Эт 58 50 жа, 257,12 


709 соз (86°85'36",3)=1,9046589 
3° Найти лозариемь тд (79°51/47"',2). 
Тодфатд (19°51'40")=0,7475657 А=1915 
Для 7,2 875 121,5Ж7,2=874,80 


Тод4атд (19°51'41",2)—0,71476582 
4? Найти лозириемь с01(23°17'22",3). 
4.09 0+(23°17'30”)=0,3660313 Д—580 
Для га 447 58Ж7,7—=446,60 
Тод с0%(23°17'29”',3)—0,3660760 
ТРЕТИ СслУЧАЙ.—Если разности, которыя мы находимъ въ таб- 
лицахъ, измфняются быстро, что случается, когда данная дуга очень 
мала, то предыдуний методъ уже не представляеть достаточной 
точности; воть какимъ образомъ сл$дуетъь тогда поступать. Если 
данная дуга выражена въ секундахъ. и десятичныхь доляхъ се- 
кунлы, то пусть а будетъь цфлая часть и # десятичная дробь; чтобы 
получить 109 5% (а--1) и 10919 (а-- №), можно допустить, что 


отношен!е между очень малыми дугами а и ай равно отношению 
<инусовъ и тангенсовъ этихъ дугъ; поэтому, полагая 


т (а №) У а--№ 3ап9(а-№) _ а-№ 


5 а а ’ 430719а у 
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получимъ 
109 эт (а--№)==ю9та-Нод(а--№)—®9а, 
109 вт (а-Р®)=109 ат а--109(а--№)— 094. 

Беря 095та или 09 тда въ первой части тригонометриче- 
скихъ таблицъ, 109(а--№) и 10да въ таблицахъ логариомовь чи- 
селъ, мы будемъ имть изъ двухъ предыдущихъ формуль [09 зй(а--®) 
и 09 19 (а-№). 

Положимъ, хотятъ, напримЪръ, найти логариемъсинуса 023'27”,355; 
эта дуга, обращенная въ секунды, равна 207,355, почему а=207, 
1—0,355. Логариемь 5%(38'27"). равенъ 3,0015451, логариемъ 
207,355 равень 2,3167145, а логариемъ 207, взятый со знакомЪ —, 


равенъ 3,6840297; складывая эти три логариема, получимъ 
104 т (023'27”,355)=8,0022893. 
Если требуется найти логариомъ котангенса очень малой дуги, 
то надо искать логариомъ тангенса, какъ было показано выше, а 
зазВмъ перемфнить знакъ этого логариема. 
Если требуется найти 109 605 очень малой дуги а--й, то имфемъ 
формулу 
109 соз (а) =199 зт(а-Е-№)—109 3ату (а №), 
изъ которой, опредЪливъ, какъ было нами выше указано, 109 т (а-%) 
и 09 тд (а), имЪемъ 109 с08 (а-|-№). Но эта формула, въ силу 
вышеприведенныхъ равенствъ, приметъ видъ: 
109 с03 (а--№)=09 т а-—1049 #9 4—0 60$ 4, 


откуда слЪдуеть, что логариемы косинусовъ дугъ а--№ и а почти 
равны; это, впрочемъ, показывають. и таблицы. ОИК: 
требуется найти 04 005 0°8'27”,355; эта дуга заключаетсямежду 3/20/ 
и 3'30”” дугами, косинусы которыхъ имфють одинъ и тоть же 804 


риемъ 1,9999998, почему 
109 соз (0°3'21",355)=1,9999998. 
56. ЗАДАЧА П. По данному логариему синуса, косинуса, тан- 


генса и котангенса найти число градусовъ, минутъ и секундъ, 60- 
держащихся въ дуг$, которой соотвфтствуетъь данный логариемъ. 
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‚ ПЕРВЫЙ СЛУЧАЙ. —_Ищемъ данный логариемь въ какомъ нибудь 
‘изъ двухъ столбцовъ, въ заголовкВ которыхъ находится назваше 
той тригонометрической лини, численному значеншо которой при- 
надлежить данный логариомъ. Если его находять между тми, ко- 
торые она заключаеть, то замфчаютьъ, на какомъ конц столбца на- 
ходится заголовокъ, служивиИй намъ указанемъ: если этотъ заго- 
ловокъ находится вверху, то смотрятъ на второй столбецъ слЪва, и 
въ той же строкф, что и логариемъ, находять число десятковъ, ко- 
торое будеть выражать секунды искомой дуги. Потомъ переходятъ 
къ первому столбцу; если тамъ, на продолжеши той же строки, на- 
ходится какое нибудь число, то это будетъ числомъ искомыхъ ми- 
нуть, если же нЪфтъ, то идуть вверхъ вдоль этого столбца и пер- 
вое число, которое ветр$тятьъ, будеть числомъ минуть; наконецъ, 
вверху страницы находятъь внф рамки искомое число градусовъ. Но 
если заголовокъ, о которомъ рЪчь,. находится внизу, должно обра- 
титься къ предпослёднему столбцу справа. который точно такимъ 
же образомъ укажетъ число секундъ; зат$мъ должно перейти къ 
посл днему столбцу, въ которомъ находять искомыя минуты, или 
въ той же строкЪ, или идя внизъ вдоль этого столбца. Наконецъ, 
внизу страницы и внЪ рамки ваходятъ искомое число градусовъ. 

Положимъ, напримЪръ, хотятъ найти число градусовъ, минуть и се- 
кундъ дуги, логариемъ синуса которой равенъ 1,35418083; ищуть 
этоть логариемъ въ одномъ изъ двухъ столбцовъ, озаглавленныхъ 
58пиз, не обращая вниман!я на то, находится ли этотъ заголовокъ 
вверху или внизу столбца; найдя его, замфчають, что заголовокъ 


545 находится вверху столбца: затЪмъ обращаются къ второму 


столбцу сл$ва и находятъ 50 на продолжен! лини, заключающей число 
9,3541803; далЪе переходятъ къпервому столбцу, но тамъ не находятъ 
ничего на продолжен!и той же лини, но, поднимаясь вверхъ, встрЪ- 
чають въ этомъ столбцф 3; наконець, вверху страницы внф рамки на- 
ходятъ 13 градусовъ. Такимъ образомъ, искомое число будетъ 13°3/507". 

Второй случай.—Если данный логариемъ не находится въ таб- 
лицахъ, что является случаемъ болфе обыкновеннымъ, то ищуть 
два логариема, межлу которыми данный» логариемъ заключается; 
берутьъ тоть изъ этихъ двухь логариемовь, который находится въ 
сторонф, обращенной къ заголовку столбца искомой тригонометри- 
ческой лини; вычитаютьъ его изъ даннаго логариема или же вычи- 
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таютъ изъ него данный логариемъ, смотря по тому, который изъ нихъ 
больше и который меныше; получать такимъ образомъ и 
А’ и, обозначая чрезъ А лично разность двухъ кои те 
между которыми заглючается данный логариемъ, опредл 


№ изъ уравнешя 
В =: 
— =-_, откуда —=—. 
А 10 
Число №, меньшее 10, будеть выражать единицы секундъ и 
дробныя части секунды искомой дуги. Что же касается дн 
минутъ и десятковъ секундъ, то ихъ получать, подставляя вмЪото 


даннаго логариема логариемъ, находяпийся въ таблицахъ и разня- 
пайся отъ даннаго на А’, и затВмъ поступая, какъ показано въ пре- 
дыдущемъ случаЪ. . | 

Мы покажемъ на примБрахъ образець вычисленля. 


1° Найти дузу, которой 1049 51 равенъ 1,8885535. 
То9 $тд=1,8835585 


Для  1,8885459 49°58'20" А—177 
АЖ 10 760 4”,29 


д—49°53'24”,29 


9° Наипи дуиу, которой 104 с05 равень 1,9046539. 
109 с03& =1,9046539 

’ Для. 1,9046687 36°35/30" А—156 

А’ 10 980 г. 

У ВОЗ 


3° Найти ду, которой 109 19 равен 0,7476532. 
Тод 195=0,14716582 у 
Для. 0,7475657 19°51'40” А—1215 
Ах 10 8750 о 


_ д—19°51'49",2 
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4° Найти дуиу, которой 109 с0$ равень 0,3660760. 
109 01 1=0,3660760 
Для 0,3660892 231720” А—580 
АХ 10 1320 2", 98 


д—93°17'29”,98 


ТРЕТИ случАЙ.—Если разности въ таблицахъ измфняются слиш- 
комъ быстро, то вышеприведенный ходъ вычисления непримВнимъ. 
Случай, о которомъ идеть рЪчь, встрфчается, когда требуется 
опредфлить очень малую дугу по логариему ея синуса или ло- 
гариему ея тангенса; вотъ какъ слБдуеть тогда поступать. Въ’ пер- 
вой части таблицъь ишутъ логариомъ, который ближе всего подхо- 
дить къ данному логариому, и затБмъ обрашщалтъ въ секунды число 
градусовъ и минутъ соотвфтетвующей дуги; обозначая чрезь & число 
такимъ образомъ полученныхь секундъ и чрезъь а--Й точное число 
секундъ, заключающихся въ неизвфстной дугЪ, опредъляють а-Рй 
изъ одного изъ двухъ слфдующихъ равенствъ: 


109 (а--№)=095 (а- №) —1ю9зта-Нода, 
09 (а- ют (а-- №) —1юдатда-Нода, 
о которыхъ мы уже упоминали въ задачЪ, обратной нын$Ъ раземат- 
риваемой нами. 
Положимъ, желаютъ, напримфръ, найти число градусовъ, минутъ 
и пр., заключающихся въ дуг$, логариомъ синуса которой равенъ 
3,0022893; находять, что табличный логариемъ, который ближе 
всего подходить къ этому логариему, есть 3,0015451 или—2,9984549 
и этоть логариемъ соотвфтетвуеть дуг 0°3’27” или 207 се- 
кундамъ; логариомь 207 есть 2,3159708; складывая три числа 
3,0022893, 2,9984449, 2,3159703, получимъ сумму 2,3167145. 
Этотъ логариомъ соотвфтствуеть числу 207,355; такимъ образомъ, 
искомая дуга будетъ 207”,355 “или 073'07.850. 
Точно такъ же поступаютъ, если желаютъ опредфлить очень 
малую дугу, когда данъ логариемъ ея котангенса, такъ какъ 


этотъ логариемъ равенъ логариему тангенса, взятому съ обратнымъ 
знакомъ. 


Но когда требуется опредфлить очень малую дугу при по- 
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мои логариема ея косинуса, то этого нельзя сдфлать достаточно 
точно. Положимъ, желаютъ, наприм$ръ, найти дугу, которой ко- 
синусъ иметь логариемомъ 1,9999991; таблицы указывають, что 
этоть логариомъ соотвфтотвуетъ всякой дугЪ, заключающейся между 
6'45” и 7/25"; такимъ образомъ, искомая дуга можеть быть опредф- 
лена лишь съ точностью до 40 секундъ. 


57. Ршене двухъ задачъ, которыми мы только что занимались, 


основывается на приближенномъ равенств%: 


№ А’ 
(1) 0: №‘ 
Положимъ, что 
/ 
(2) | Ато = == ь 


гдф еие будуть выражать ошибки, совершенныя нами, при прим$неши 
формулы (1) для вычисленя Д’ (первая задача) и. для вычисленя 
№ (вторая задача). Можно доказать при помощи соображевй, кото- 
рыя здЪсь не могутъ быть приведены, что е всегда меньше единицы 
седьмого десятичнаго порядка, если дуга, логариемъ синуса или 
логариемъ тангенса которой желаютъ опредфлить, превышаетъ н$- 
который предфль, меньшй 5 градусовъ, и что, сл$довательно, то 
же самое будемъ имЪфть, если дуга, логариомъ косинуса или лога- 
риемъ котангенса которой желають опредфлить, больше 85°. Та- 
кимъ образомъ, употреблеше формулы (1) въ этихъ предфлахъ 
вполнЪ допустимо при р$шени второго случая первой задачи. 
Точно также можно доказать, что ошибка е, дфлаемая при рЗ- 
шени второй задачи, меньше одной сотой части секунды, если 
дуга, которую желаютьъ вычислить, разнится отъ 0 или отъ 90 гра- 
дусовъ на количество, большее нЪкотораго предЪла меньшаго, ч$мъ 
11 градуса, и что эта ошибка = становится совершенно незначи- 
тельной, если дуга, которую желаютъ вычислить, будеть отличаться 
на нфсколько градусовъ оть своихь предфловъ 0 и 90 градусовъ; 
откуда слЪдуеть, что употреблене формулы 
104’ 


1—=—— ° 


А 
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при р5шени второго случая второй задачи между пред$лами, ко- 
торые мы выше привели, вполнЪ законно *). 

Но ошибка, которую мы дЪфлаемъ при вычиелени й, происхо- 
дить не оть одного только количества ®, которымъ пренебрегают: 
логариемы, разности которыхь выражаются чрезъ Ди Д’, то же 
заключаютъ въ себЪ нфкоторую ошибку; и хотя эта ошибка меньше 
‚ половины единицы седьмого десятичнаго порядка для логариомовъ 
таблицы, но она можеть быть гораздо больше ‘для даннаго лога 
риема, который чаще всего является результатомъ дЪйствйй, произ- 
веденныхъ надъ числами, извфстными только приблизительно. До- 
пуская, наприм$ръ, что ошибка Д’ равна единиц порядка посл дней 
ея цифры, ошибка, въ №, если пренебрежемъ ошибкою въ Д, будетъ равна 


Ве: 
7 
= 10°, откуда слФдуеть, что точность, получаемая при вычислени 


дуги, будетъ тфмъ больше, чфмъ табличныя разности будуть сами 
по себЪ больше. Но разность двухь 10919 есть сумма разностей 


* б б 
) Если мы обозначимъ чрезь М модуль обыкновенныхь логариемовъ 
и чрезъ © число, заключающееся между нулемъь и 1, то, принимая се 
вунду за единицу, по извЪстной формул (Тэйлора) будемъ имфть: 
. * ы 2 , 
Юдзи(а-Е№)—юдзтае= Мы" 6088 у О : 
= 5х Эт 
Е чрезъь Д значеше первой части равенства, при. #—=10 и 
чрезъ Д’значеше этой же первой части при й<10; обозначимъ чрезъ 
Э значене, которое принимаетъь © при #—10, и положимъ, что 


РА 104' 
м ь ней = 
> т6= р ===; 
изъ предыдущей формулы получимъ | 
М т?1” ) 
же (109% — 047), =. — 908 @)зи и. 
2 51%2 г—9 р 51” 


но такъ ВЕ меньше 10, то абсолютное значеше 10)3—@% также меньше 
10; такимъ образомъ найдемъ у 


жа ее 10081” 


ь Ее. с 
тт ь 512 2—10501/' * 


На основанш этихъ результатовъ можно показать, что наши замфчаня 
справедливы для 1095 и 109608; & зал$мъ немедленно убфдимся въ спра- 
ведливости ихъ и по отношению къ ю94ая 4. 
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соотвЪтственныхь [095% и 109 с0з *); слБдовательно, дуга всегда 
съ большею точностью. опредфляется по своему тантенсу, чфмъ по 
своему синусу или косинусу. При 45 градусахъ, въ точк$ перваго 
квадранта, гдз тангенсь даеть наименьшую точность, табличная 
разность его логариемовъ составляетъь 421 единицу седьмого деся- 
тичнаго порядка для измЪнен!й дуги въ 10 секундъ; откуда заклю- 
чаемъ, что ошибка на одну единицу седьмого‘ десятичнаго порядка 
въ логариемв тангенса соотвфтствуеть ошибкЪ на 0”,024 въ дуг. 
Та же самая ошибка въ логариемЪ синуса или косинуса отвЪчала бы 
удвоенной ошибкЪ, т. е. 0”^.048. Лля малыхъ дугъ, разности л0- 
гариемовъ косинуса очень малы и, слфдовательно, разности логарие- 
мовъ синусовъ почти равны разностямъ логариемовъ тангенсовъ; 
отсюда слЪдуеть, что малая дуга не можеть быть опредфлена съ 
достаточною точностью по своему косинусу, какъ объ этомъ было 


уже сказано выше; напротивъ, она одинаково съ достаточной точ-. 


постью можеть быть опредфлена по своему синусу или по своему тан- 
генсу. Изъ этого заключаемъ, что при тригонометрическихь рьшеншяхъ 
должно стараться пользоваться тангенсами и избфгать употребленя 
косинусовъ при опредфлени небольших дугЪ. 


Приведеме формуль ® виду, удобному для лоариомированая- 


58. Для того, чтобы можно было непосредственно примБнить 
вычисленше  посредствомъ таблицъ логариеомовъ КЪ опредЗленю 


значеня какого нибудь численнаго выражешя, необходимо, чтобы это. 


выражене состояло только ИЗЪ одночленныхъ сомножителей; въ про- 


тивномъ случаЪ говорятъ, что это выражен!е неудобно для лозарие- 


мированая. Если выражен!е не содержитъ другихь многочленныхъ ©0- 
множителей, кром$ суммъ или разностей двухъ синусовъ, или двухЪ 
косинусовь, или двухъ тантенсовъ данныхъ дугъ, то его можно 


*) Разность 
109 314 (*-—-®)—109 ит 2 
есть, очевидно, сумма двухъ разностей 


109 з(х-Н№)—109 т 2, 
104 08 ®—104 в08(х-Н). 
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преобразовать въ выражене удобнее для логариемираван!я, поль- 
зуясь формулами п’18, почему эти формулы и очень важны. Но 
существуютъ обще. способы, которые ‘мы сейчасъ покажемъ, для 
преобразован1я выраженя, неудобнаго для логариемирован1я, въ 
выражене, удобное для логариемировая. | 
Разсмотримъ сначала двучленное выражеше 
#-атеф, 
и предположимъ, что хотять найти 1095; здЪеь @ и 6 суть числа 
положительныя, которыхъ даны одни только логариемы. Можно на- 


писать его такъ 
д=а(1 28 >) [ 
а 


в этого, опредфляемъ вспомогательную дугу $Ф, такую, 
чтобы 


тре; 
| 47%0 ЕЕ 9 
эта дуга $, заключающаяся между нулемъ и 90 градусами, можеть 
быть вычислена по формулБ | 
109 19%=109—10994. 
Тогда выражене для х приметъ видъ 
6089 =8то 


д==9(1 =т9)=а 
с08® 


но мы имБемъ 


$), 
—9 с0545°с03( == 45°)-=\ 2 с03(е==45°); 


608 Ф == 5 9==608 = 608(90° 


слЪдовательно, 
не а\/ 2с05(® == 45°) 
082 
Эта послЪдняя формула удобна для логариемирован1я; получимъ 
094—1юд9а--11099--109 с03(<-= 45°) —19 с0з® *). 


*) Логариемы, входяще въ формулу со знакомъ —, слфдуеть преобра- 
зовать такъ, чтобы ихъ десятичная часть была отрицательною; напр., если 
логариемъ 3,3554207 надо вычесть изъ суммы другихь логариемовъ то 
его должно написать такъ:—2,6445798, и вопросъ сведется къ прибавленно 
26445793. Что же касается до упомянутаго преобразован!я, то оно про- 


изводится слфдующимъ образомъ: беруть дополнеше даннаго логариема до 
10 и вычитаютъ затфмъ изъ характеристики 10. 
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Тоть же самый способъ прилагается ко всякому многочленному вы- 
‚раженио а-Ь-е=...: въ самомъ дфлБ, употребляя вспомогатель- 
ную дугу, можно уменьшить на единицу число членовъ многочлен- 
наго выражен1я; при помощи второй вспомогательной дуги умень- 
шать еще на единицу это число членовъ и, такимъ образомъ, можно 
продолжать до тБхь поръ, пока выражене не будетъ преобразовано 


въ одночленъ. 
Предыдущее преобразоване не составляеть единственнаго, ко- 


торымъ можно пользоваться; мы покажемъ еще сл5дующее. 
Формулу а-6, гдф а и 6—числа положительныя, преобразуемъ 


} ь 
въ удобную для логариемированя, полагая —=8019'$; такъ какъ 


получимъ 


а--6==а(1- #9? Ф)= 


Если а>$, то формулу а—6 преобразуемъ въ удобную для ло- 
гариомированя, полагая $—азо; такъ какъ имфемъ 


0820 ` 


а—ф=а(1—579)=4608°®. | 


Ришенйе уравненёй второй степени посредствомь триюонометри- 
ческихь таблицо.. 


59. Лва корня уравневшя второй степени: 


(1) | 2*--ря--4=0 

выражалотея формулою ЗЕЕ 
Зе к 

(2) Е. Ре 


`предположимъ, что коэффищенты р и 4 числа вещественныя, 
которыя даны или непосредственно, или посредотвомъ своихъ л0- 
гариемовъ. 


2 
ыы Пусть ^— —9>0, — это тоть случай, когда корни будуть ве- 
шественные и неравные. Если имфемъ въ то же время 4@>0, то 
положимъ 
АУЬ |. 


те ' 


ь>| “3 
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вспомогательная дуга ф, заключающаяся между —90 и —-90 гра 
дусами можетъ быть вычислена по формул } 


09 ([—вт)=092-|-11094—109р, 
если р число положительное, и по формулЪ 
09 52 =1092--11094—19(—+), 


если р число отрицательное. Формула (9 
дующую: рмула (2) обратится тогда въ сл- 


—/1=0055 
х—/ 9-7 
у 9 5% ) , 


такъ что, н 
‚ назвавь чрезъ 2, и 2, корни уравненя, будемъ имфть: 
2, =УИанто1 $, #,—=уУ 4960110; 


оба выраженя удобны для логариемирования. 
Если имфемъ 9<0, то можно положить 


вс | 
помогательная дуга х, заключающаяся между —90 и —90 гра- 


дусами. можеть быть вычислена по формул 
09 ([— туз) 092-1109 (—4)—Чодр, 
если р число положительное, и по формул | 
09 т =1092--1109(—9)—ю9(—), 
если р число отрицательное. Тогда формула (2) приметь видъ: 
ини ее 
Ут 
510 


И В 
1 2 7 


== -—ч #4101, Х.= м тит 01. 


о 2" 
2 Пусть —9< 0; можно положить 
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и вспомогательная дуга $ опредфлится по формул 
109 в089=09(=р)—1 1099—0692; 
формула (2) обратится тогда ВЪ слъдующую: 


== —-- - —5-40т9 $ —1; 


ом 9 представляетъ вешественную часть обоихЪ МНИМЫыхЪ корней, 


2 
а логариемъ коэффищента при ут равенъ 


109(=2)-Н09 349 Ф—10492. 


60. Можно свести къ рёшеню уравнен1я второй степени задачу, 


которая состоить въ томъ, чтобы найти вс дуги 2, удовлетвораю- 


пия уравнен!ю 
4с08х-|- От, 


гдЪ @, ©, с обозначаютъ данныя числа, положительныя или отрица- 


тельныя. ЛЪйствительно, для этого достаточно выразить тд и’ 


03% въ функщи одной и той же тригонометрической лини; но 
вопросъ, о которомъ идетъ рЪчь, можеть быть рЪшенъ гораздо проше 
слфдующимъ образомъ. Опредфлимъ вспомогательную дугу Ф, зак лю- 
чаюшуюся между —90 и --90 градусами, такъ, чтобы 


1419 9= — 


а ? 
посл замны 6 чрезъ а$9ф, данное уравнеше приметъ слЪдую- 
Пий видъ | 
а(соза-НЧату отт) ==6, 
или 
6608 
с08(&—) а . 


Чтобы предложенная задача была возможна, необходимо, чтобы число 


66059 | 

ро ор между —1 и -|-1, Т. е. чтобы 
6*с08° ® р И. 
а или < а?--0°. 


Если это услове выполнено, то таблицы дадутъ намъ возможность 
найти дугу а, заключающуюся между 0 и 180 градусами, косинусъ 
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608$ 
;затЪмъ корни предложеннаго урав- 


которой будеть равенъ 


неня найдемъ по формулЪ 
1=.360°-о-а, 


‚ тдЪ  обозначаеть любое цфлое число— положительное, отрицатель- 


ное, нуль. 


Можно в " | 
к ыразить всЪ корни 5 въ функщи какого нибудь одного 
их, въ самомъ дФлЬ, обозначивъ чрезъ 2, одинъ изъ этихъ 
корней, будемь имФть 


а— =(#'.360°— $ 2), 
гдЪ # число цфлое, и общее выражеше для корней х будетъ слфдующее 
1=#.360°-о = (2—4); 


‚ эта формула равносильна двумъ слБдующимъ: 


д=.360°-ж, 
ДЕЙ. 360°--2% —5 7 


Рюшена 7) й 
енае уравнений третьей степени посредетвомь триюнометри- 
ческить таблиц. 


61. Общее уравнене третьей степени 


(1) Х--РХ--9Х--В=0 
приводится къ виду 
(2) 2--ре--9=0, 
ес а - 
ли положимъ Х=— — 5-2; поэтому можно ограничиться ризсмот- 


се 
рёшемъ уравневя (2), которато коэффищенты предположимъ ве- 
щественными. Мы видфли (10° 29), что уравнене 


(3) ре о Е 
4. а, 9: 
иметь три корня 


вот, коз (10° ) [олд Ф 
Е -- 3) з 203 (240 Е 2). 
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слфдовательно, если окажется возможнымъ предложенное уравнене 
(2) привести къ виду (3), то предложенная задача будетъ р5шена. 
Положимъ 1==А2, тогда уравнеше (2) приметъ видъ: 


р ря 
(4) аа 


и это уравнеше (4) совпадеть съ (3), если опредфлимъ количество 
Х и дугу © такъ, чтобы мы имфли два уравнешя 


изъ которыхъ найдемъ 


а 


эти значения для ^Х и 608% будуть вещественными только тогда, 
когда р отрицательное; но, чтобы ихь можно было допустить, необхо- 
димо еще, чтобы величина с05?Ф была меньше 1, что требуетъ, 


чтобы 
2 3 
“ — 5 <0 или 4р*-—-274?<0. 
ув | : олнено 
Изъ этого условя вытекаеть, что р<0; если оно будеть вып . 


ло отождествлее уравнешй (3) и (4) становится И 
тогда, такъ какъ дуга $ можеть быть вычислена по формул 
} 


корни 2,, 2,, 2, предложеннаго уравнешя (2) будуть 


ев Ср а в 
и 608 + . 2/1 605 (оо —- а | ь 


ты Ф 
, =\/-# 03 (са Е _ 
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Въ разсмотренномъ нами случаЪ корни уравнешя (1) вещественны 
и неравны; два изъ этихъ корней становятся равными, если 


493--2792—0; 
предыдущее рфшен1е сохраняетъ свое значене и въ этомъ случаъ. 


62. Разсмотримъ теперь случай, когда 
47--2747>0, 


и, слЬдовательно, когда уравнеше (2) не можеть быть приведено 


къ виду (3) при помоши тЪхъ преобразованй, которыя мы употреб- 
ляли. 


Пусть имфемъ сначала р=0 и Ч—= —1; уравнеше (2) принимаетъ 
ВИДЪ 


48—1=0; 
значен!я 2 будуть кубическими корнями изъ единицы; чтобы ихъ 
найти, замфтимъ, что 2—1 представляеть произведеше двухъ 
множителей 2—Т и 47*-|-2-|-1; такъ что единица имфеть три куби- 


ческихъ корня, изъ которыхъ одинъ равенъ 1, а два друме аи 6 
корни уравнен!я второй степени 


аж 1==0; 


найдемъ 


@ 


_ —1--УЗУ-Т в_ -УЗУ—. 
ны а 


а такъ какъ 


то заключаемъ, что 

* @==0 
такъ что каждый ИЗЪ двухъ МНИМЫХЪ кубическихъ корней изъ еди- 
НИЦЫ равенъ квадрату другого. 


Возвратимся теперь къ общему случаю и разберемъь отдфльно 
случаи, когда <0ир>>0. 


1° Пусть р<0; обозначивъ чрезъ & иб два числа, соотвЪтетвенно 
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би ИЛИ 
равныя или мнимымъ кубическимъ корнямъ я и 0 изъ единицы 
равныя` 06а единицф, положимъ 


д==А(а ту 2-6 с $); 
возвышая въ кубъ, получимъ 
аа вате-Е ео З(ату- 50$) 

изъ двухъ предыдущихъ уравневшй выводимъ 
(5) 23—23 (ту -НооР)=0. 

Изъ способа, по которому образовано это уравнеше (5), видно, 
что его три корня будуть 
(6) ^(алдо-ЕеоёФ), Колатуе-Е6с0ё $), оО 
и, слЪдовательно, уравнеше (2) будетъ рЪшено, если удастся а 
ее. его съ уравненемъ (5). Для этого достаточно опредЪлить 
Х и © такимъ образомъ, чтобы 

— 8—1, — (0939-07 5) 4; 


первое изъ этихъ уравнешЙ даетъ 


затБмъ будемъ имЪть 
4 


то соВе= Е 
=) 


! 

Для опредБленя © введемъ такую вторую вспомогательную дугу т, 
чтобы 

тд ч== 0"; 


о 
——_ а, 
124 =. 
8 


тогда найдемъ 


1919 ф--с0% = 
откуда 


эта — 


изъ этого уравненя можно опредЪлить значеше 9, заключающееся 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 83 


между — 45 и —- 45 градусами; потому что, по предположению, 
4р-|-274° > 0, и, слБдовательно, предыдущее значенше 5% 24 заклю- 
чается между —1 и -|- 1; затБмъ найдемъ значен1е о, также заклю- 
чающееся между — 45 и -|- 45 градусами, при помощи формулы 
3 
ры Уютат — 


Вычисливъ, такимъ образомъ, дуги фи $, получимъ для корней 
уравнешя (2) выраженя (6), которыя, если замфнимь а и 6 ихъ 
значенями, найденными выше, обратятся въ слБдующия: 


и ат Ф-е0# 5), 
—ч/ 53 бетуе-Нвовф) = 1/ Рбатоф 


ее —. 
2 —. 


ибо й иво = И—2012Ф УТ. 


вов) —1, 


ИЛИ 


При помощи этихъ формуль можно вычислить, посредствомъ таб- 


линъ, вещественный корень, а также и коэффищентъ при у 
въ мнимыхь корняхъ. 


2° Пусть р>>0; обозначивъ чрезъь 4 и 6, какъ и прежде, два 
числа, соотвфтственно равныя мнимымъ кубическимъ корнямъ а и. 6 
изъ единицы или равныя оба единицф, положимъ 


2=^(а4а19$—500%$); 
возвышая въ кубъ, получимъ 
| тво —8 (449109 $—4%600#)], 
откуда найдемъ уравнен!е 
{7) 2-3 (тво) 50, 
корни котораго будутъ 
(8) ^(9т9дФ—60#$), А(а 519 > —660%Ф), ^(б ат х—асо1 $). 


Чтобы уравненя (2) съ (7) были тождественны, необходимо и 
достаточно положить 


ЗА=р, — (то сово); 
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а ИЗЪ ЭТИХЪ уравнен!й даетъ 


^=И-2; 
а ‘затЪмъ, будемъ имЪфть 


Ч 
то —б0РФ== — У: 
ЗУ. 


| ту %.. 
Для опредълевя $ введемъ такую вторую вопомогательную дугу 9, 
т 4194—0199; 


тогда найдемъ Я 


тд ф—с04= —2 6012 4—= — (7= , 
8 
6012 у — ИЕ ен ; 
о —— 
ИЗ 


откуда 


то Ф вычиелимъ по фор» у 
такЪ .какъ у ГОЛЪ у 6 у детъ извъетенъ, а 


3 
тд тд, 
и корни уравыен!я (2) будуть: 
(т ф— 60%), 


с Ур — 
= (ту ф— 604$) = УР (ту Ф--20ё9) У—1, 


ИЛИ 


Мы видимъ, что, если 403-274? > 0, то предложенное уравнен!е, 


(2) всегда имфеть два мнимыхъ корня. | 
63. ПРИМЪРЪ Г. — Пусть предложено рёшить уравнен!е 


д8—1ж-Е1==0. 


Здфеь имфемъ р= — 7, 4="7; предложенное уравнене иметь два 
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корня положительныхь 2, и х, и одинъ отрицательный х,. ДЪй- 
ствительно, имЪфемъ 


Я Г. оз, 1, = И о (240 -- $), 
Я: = р 603 У | т) 


и 
608® = — РД т ыы 
5х > 98 ) 9$—= — у7 ы 
ОБРАЗЕЦ ВЫЧИСЛЕНТЯ. 
Вычислене ф. ` | Вычислене хх. 
09(—ю19$) ....... 1,2843181 28 
: т 1 и м а. 0,4850184. 
| т = 56°29/7/, 9. 10 дс05 ми Е 1,7483876 
а == 90016891021) род, ааа 0,2284060 
120 + = 180°—( 3°87/527,3) 24—1,69202 
Вычислене х,. Вычислене х,. 
И рн 0,4850184 |109 — А .:.... 0,4850184 


209 40° ) .... 1,6475980 ыы ( 120°-- т) . 19991270 


о 0,1325464 | 109(—%,) ..........1..... 0,4841454 


_ 2: =1,35689 | 1,=—3,04899. 


ыы у ‘64. Примъръ. П.—Пусть предложено р$»шить уравнене 


2°—64--6=—0. 


„Эдфеь имфемъ р— —6, 4=6; предложенное уравнение иметь ДИН 
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корень вещественный отрицательный 2, и два корня мнимыхъ:— 


7: ки /—1. ДЪйствительно, имфемъ 


— 


И 
У ГЫ и—\ 6 012$, 


ч = 
нтое— Уитоф, ту УВ, ито чету. 


ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНТЕ. 
Вычислене +. Вычислеше $. 


‚.. 0,4515450 | Ю9#атдФ. лень: 1,9498288 
$—41°41'52",0 
9—=83°93'44”',0 


109#т929......... 
24—70°31/48",6 
4—85°15/51”,8 


Виычислене м. 


Вычисленае х:. 
....... 0,3890756 


098. 1-13:--: ....... 0,4515450 | 1096........... 


—4095т9%........... 0,0028916 | 109(—60#2%) ....----- 1,0636431 
109(—2,)......::.::а. 054544866 [Юри .....иаленаьее 14527187 
д.=—12,84182 и—0,283608. 


Корни уравненя будутъ 
—9 84732 и 1,42366—0,283608/—1. 


УпраЖНнНЕНТЯ. 


Т. ЛЪлять дугу 2% на п равныхъ частей; требуется: 1° опредЪлить раз- 
стояше центра среднихъ разстояшй точекъ дЪленя до какого нибудь д1а- 
2° доказать, что предфлъ, для и==со, разстояня отъ центра круга 


метра; 
$7х +) 
Е 


до центра среднихъ разстоявй равенъ 
П. Токазать, что разность 2—8 будетъь тБмъ менфе, чфмъ менфе х. 


*) Пусть даны и точекъ А, В, С, О,,.., №, (лежащихь или не лежащих 
въ одной плоскости—безразлично). Центръ среднихъ разстояюй данныхъ 
точекъ есть точка, положене которой опред$ляется слфдующимъ образомъ: 
беремъ изъ числа данныхъ точекъ любыя двЪ, напр. Аи В, и соединяемъ 
ихъ прямою. Беремъ на этой прямой точку а, въ которой отрЪзокъ АВ 


делится пополамъ. Точку а соединяемъ прямой съ любою изъ остальныхъ 
ми ди С, беремъ 


точекъ С, 2,..., №, напр., съ С. На прямой а, между точка 
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. Л, ; С м С д у у О 


. 57% 
не 


есть п б 
редфль, къ которому приближается произведеше 


608 ... р р д у 


ЗЪ того р 1— —} | + — 
11 } Лока ат \ ) у = 
чает ие Г 
979 ИЯ х- — 1 2 ) 


х возрастаетъ отъ’нуля до —^— 

НАДО, Получивъ неравенство Е но 
я ж-Нй. › 
-[7 


хи В, по предположен1 -” НШ МОЖН д 
} женпо, положительны Е 
Их Л Е — 
меньше еее ожно дока- 


тд: 


= 


зать неравенство о 2-ти (&-- №) 
й (21%  * ПОЛЬЗУЯСЬ для этого форму- 


223 


Лой : Й 
‚› изъ которой было выведено неравенство х—571х< -—— въ п° 46 
} и . 
УТ. Доказать неравенство . 
х—япх 5 9 \з 
эт р х 3 
Ре >(5—1 =) или Х— та 
п к 
6,79... 


ля всЪ т 
д сЪхъ значенй 2, заключающихся между нулемъ и, 
5. 


ва 
точку б такъ, чтобы а6=1 Е 

а къ, чтобы 96==16(, Точку 0 соединяемъ прямой съ любой изъ 

ся точе 1 

и къ Л,....№, напр., съ Л) и на прямой 61), между точками 

‚› оеремъ точку 1 такъ, чтобы 61=# р = 
нимъ послёдней точки изъ числа ть т. т 
хЪ. Точка, ко : 

ть Нащихт : торой закончится 

о о. построен, и будетъ центръ среднихъ раз- 

ий а его не зависить отъ того порядка, въ которомъ бе 

й - 

с , ь 9 А ‚ Т. е. если вместо точекъ А и В сначала взяли бы 

УТЬ двЪ друпя точки, напр., Си Г, и по этимъ двумъ точкамъ 


опредЪлили бы жен! ‹ 
пр положене точки % совершенно такъ же, какъ по точкамь 


й . 1 (в) 


р 
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ПРЯМОЛИНЕЙНАЯ ТРИГОНОМЕТРИЯ. 


Предметь прямолинейной трилонометри. 


&3- 
65. Въ треугольникЪ мы имфемь шесть элементовъ Для ее 
смотрьня: три стороны и три угла. Рьииить ры 
ЗН 
значить, по достаточному числу данныхъ, найти числовыя 
веъхь его элементовъ. | 
Предметь прямолинейной триюнометри 


линейныхь треугольниковъ. 
Числовыя значен!я длинъ получаются, 
этихъ длинъ къ длин® выбранной за единицу. 


рению угловъ. 


есть рёшене прямо- 


если найдутъ отношеня 
Перейдемъ къ измЪ- 


Измюьрене 411065. 


каКЪ 
66. Пусть данъ уголь АОВ (фиг. 8); изъ вершины его, т 
изь центра, произвольнымь радтусомь опишемъ 
| Фиг. 8 


окружность, И А 


значимъ чрезь В и 5 число единицъ, 


ОА и дуг АБ, ограниченной сторонами угла. Отношеше — 


зависитъ отъ величины рад!ус% ОА, пот 
изъ центра, опишемъ другую окру 


заключающихся Въ. радтусЪ 
5 
не 


ому что, если изъ точки О, какъ 
жность А’В’, и обозничимъ чрезъ 
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В’ и 5’ числа, которыя измбряютъ ражусъ ОА’ и дугу А’Б’, то 
по извфетной теоремЪ, будемъ имЪть 


5 5! 


ы 


Отсюда слФдуетъ, что если положить 


0— — 


В Ы 
то отношене будеть зависить только отъ величины угла АОВ; 
такъ какъ, кромф того, уголь АОВ измфняется пропорщонально 


‚Числу ®, то можно принять ®х за его меру. При 5=И, о равно 
-1; слБдовательно, « представляеть отношен!е угла АОВ къ нф- 


которому углу, который можно принять за единицу и который 


таковъ, что если опишуть изъ его вершины, какъ изъ центра, про- 


извольнымъ рад1усомъ окружность, то дуга, заключающаяся между 
его сторонами, равна радГусу круга. 

Формула 5=ЛАо очень часто употребляется въ геометрическихь 
приложеняхъ; она позволяеть сравниваль дуги, принадлежания раз- 
личнымь окружностямъ. р 

Если примемъ радусь ОА за линейную единицу, то получимъ 


ВЕЕТ @—=5; 


такимъ образомъ, уюль измюряется тльмь же числомь, как и ‚дум, 
завлючаощььяся между ею сторонами и составляющая часть окруж- 
ности, описанной изь ею вершины, какь изъ центра, радусомь 


п 
равнымь единиц. НапримЪръ, одно и тоже число > безразлично 


будеть выражать какъ прямой уголь, такъ и квадрантъ. По этой 
причин слова уюль и душ часто употребляются, какъ синонимы. 
И такъ какъ мы согласились, въ приложен!яхъ теор1и круго- 
выхъ функц, выражать дуги числами градусовъ, минутъ, секундъ 
и пр., въ нихъ заключающихся, то эти же числа а будуть 
также выражать и соотвЪтотвуюцие углы. | 
_ Мы будемь называль синусомь, косинуеомь, танленсомь, котан- 
зенсомъ, секансомь и косекансомь ума синусъ, косинусъ, тангенсъ, 
котангенсъ, секансъ и косекансъ дуги, заключающейся между: сто- 
ронами этого угла и составляющей часть окружности, описанной 
изъ его вершины, какъ изъ центра, рад1усомъ, равнымъ единиц. 
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Мы всегда будемь обозначать углы треугольника буквами АД, 
В, 0, а соотвЪтетвенныя противолежануя стороны буквами а, 6, 
с; острые и тупые углы называются хосыми, и треугольники, въ 
котырыхъ нфтъ прямого угла, называются косоуюльными. 


Ооотношеня между умами и сторонами в прямоуюльномь 
треуюльникъ. 


‘67. ТеорвмА.— Во веякомь прямоуюльномь треуюльниюь катеть 
равень штотенузь, умноженной на синусь ума противолежа- 
ибо, или на косинуоь пло прилежащие». 


Пусть АВС (фиг. 9) будетъь прямоугольный треугольникъ и уголъ 


Фит. 9. 


[ 


А прямой; изъ точки С, какъ изъ центра, радтусомъ, равнымъ единиц, 
опишемъ дугу круга ММ, и опустимъ перпендикуляръ МР на ли- 
ню АС: изъ подобныхь треугольниковь АВО и РМС будемъ 


имЪть 


МР № 
Его и: 


КромЪ того, имемъ 
СМ—=1, МР=;т(, СРЕсоз С; 
слЪдовательно, 
с—=азт(, 6=4608 С. 


Сльдотвье.— Во всякомь прямоуюльномь треуюльникь каждый 


катеть равень друюму катету, умноженному на таптенсоь ул 


противолежащ йо , или на котолленсь дла прилежащие. 
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Въ самомъ дл, пусть А будетъь прямой уголъ; на основан 
предыдущей теоремы имфемъ 


с—=а5т(, 6—ас0$ С, 


откуда, по раздфлеши почленно другъ на друга этихъ двухъ ра- 


венствъ, получимъ 


—- —#т9 О и с = #т9 0, 


или 
с—=6 со В. 


ЗамъчаАнЕ. — Между углами и сторонами прямоугольнаго тре- 
угольника не можеть существовать соотношешй, не вытекающихь 
изъ трехъ слЪдующихъ: 


В--0=90°, 
с—=@5% С, 6=4605 С; 
такъ какъ если бы существовало подобное соотношене, то, зам$няя 
въ немъ с, фи В ихъ значешями а5%(, ас0зС и 90°— С, получили 
бы уравнене, связывающее & и С, чего быть не можетъ. 
Сложивъ двЪ послЪ дея формулы, возвысивъ ихъ предварительно 
въ квадратъ, получимъ извфстное равенство 


в ?— а. 


ОСоотношеня между плами и сторонами въ косоуюльномь 
треуюльникь. 


68. ТеоРЕМА. Г. — Бо всякомз прямолинейномь треуюльникь 
стороны пропорщональни синуеамь противолежецихь лов. 


Фиг. 10. 


©}---=-=-=---=—--->> 


в [в 


Пусть АВС (фиг. 10) будеть треугольникъ, въ которомъ углы 
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`В и О острые; изъ вершины А опустимъ перпендикуляръ АЛ на 
основаше В(; точка Г) упадетъ между точками В и С, при чемъ 
изъ прямоугольныхь треугольниковь 4АВД и АСР, будемь имфть 


(0° 67). 
А=е т В, АО=5% С, 


откуда 
ь . ь в 

съ В=0зт О или ——- = — . 
т В зп С 


Если одинъ изъ угловъ В или С тупой (фиг. 11), напр. С, то 
основане перпендикуляра АЛ) придется на продолжеши ВС, и такъ 


Фиг. 11. 


‘какъ два пополнительные угла имфють одинаковые синусы, то изъ 
прямоугольныхь треугольниковь АВС и АСЛ будемъ имфть — 


АД=езт В= т С. 


откуда мы выводимъ, что вышеприведенная формула обща. 
69. И такь, на основаши предыдущаго, имфемъ три слЪдую- 
щихъ соотношеня между углами и сторонами треугольника: 


ы АВ 6—180", 
(1) =: об 
тА  з%В 310? 


и я говорю, что не можеть существовать другого соотношевшя, не 
вытекающаго изъ вышеприведенныхъ. ДЪйствительно, изъ уравненй 


получимъ | 
а т В азт 0 


у -ы. 
а 5 т(В--С)? = жВ-Еб) ь 
послЪ этого, если бы существовало между углами и сторонами ©оот- 


ношене, не вытекающее изъ соотношений (1), то, подставляя въ него 
ниЪсто Л, 6, с значешя, которыя мы только что написали, полу- 
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или бы уравнене, связывающее сторону @ и два прилежащихъ къ 
ней угла В и С, что не возможно. | 
Но изъ уравневй (1) можно вывести друг!я весьма важныя соот- 
ношеня, которыя также являются теоремами; мы непосредственно до- 
кажемъ эти теоремы, а затмъ покажемъ, какимъ образомъ различ- 
ныя найденныя нами соотношеня могуть быть выведены одни изъ 
другихъ 
— ТворЕмА П. — Во всякомь прямолинейномь треуюльникль` 
кваорать стороны равень суммль квадратовь двухь друмихь сторонь 
без» удвоеннаю произведеня этить двухз друиь сторонъ на ко- 
синусь дла между ними. 
Пусть АВС 
у (фиг. 12) будеть треугольникъ, въ которомъ уголь С 


Фиг. 15. 


ЗЕ 


В с 


острый; изъ вершины „А опустимъ перпендикулярь АД на ВС; 

будемъ имЪфть 
с—а--5?—2аж Ор; 

но изъ прямоугольнаго треугольника АСШ имфемъ (п? 67) 


Ср= соз С, _ 
слЪдовательно, 


0—0? 5—9 0$ с0$ (. 
Если въ треугольникЪ уголь С’ тупой (фиг. 13), то будемъ имЪть 
Фиг. 13. 


д -- 


в с 


о—и-Е--2аж т; 


ТРИГОНОМЕТРТЯ. 
94 


изъ прямоугольнаго треугольника АСШ найдемъ: 


00—53 АОТ=5с08(180°—0)= —%с0$С, 


| слЪдовательно, какъ и первомъ случаЪ, имЪемъ 
с2—а?-[-6?— 206 608(. 


голь С 
Наконець, эта формула справедлива и тогда, когда т ет: 
прямой; такъ какъ въ этомъ случа с0$ С равенъ нулю, и 
2 
2—2 2 
шается въ слфдующую в ==а^-Е. ЕР: 
И такъ, теорема, которую мы только что доказали, 
соотношеня: 
а?—0?-|- 6—2 6сс08 А, 
о = 9—2 ассозВ, 
ы с—@?-6*—2 06 60$(, 


изъ которыхъ каждое содержить стороны и ыы ыы 
71. ТеЕоркмА Ш. — Во всякомь прямолинеиномь в: 

сторона равна сумм двуль дручихь сторонъ, Е 

дая на косинуеь ла, составляемалю ею съ первой стор 


Пусть данъ треугольникъ АВС (фиг. 14); изь вершины А 


Фиг. 14. Фиг. 15. 


е 


ЧЕрзо. а ооо аж чот жаб 5 итал ао ани = 


р 


3 с 


[5 
6-2 


[6 
опустимъ перпендикуляръ АХ на ВС; тогда, если оба угла Ви 
острые, будемъ имЪть 


а=ВО-ЕОС, 
Й оо 
а если одинъ изъ угловь В и 0, напримЪръ С, тупой (фиг 5), 
а=ВО— ОС. 


Но, въ первомь случав, ОДС=ф005С, а во второмъ, ЭЕ== 
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_ $ 603(180°—0) = —% с0$ (; въ обоихь случаихь ВО==с с0з В; поэтому. 
получимъ 


а—06с05 С--вс08 В. 


Эта теорема доставляеть три соотношен!я 


@—6008 О--сс08 В, 
(3) 6—6 605 А 46080, 
6—0; В-фс0зА. 


72. Чтобы изъ уравнен!й (2) вывести уравненя (3), сложимъ. 
два первыхъ уравнешя (2); тогда, послф приведения, получимъ 


С—4 005 В--6 с05 А. 


Это одно изъ уравнен!й (3); тмь же способомь можно получить 
два другя. | 

Обратно, чтобы уравненя (2) вывести изъ уравненй (3), сло- 
жимъ уравневя (3), предварительно умноживъ ихь соотвфтетвенно 
на а, 0, —с; получимъ 

с —@ 6? — 2 с0$ (. 
Это одно изъ уравнешй (2); точно также можно получить два, 
друпя. 

Отсюда сл$дуетьъ, что системы (2) и (3) равносильны; мы пока- 
жемъ, какимъ образомь можно вывести одну изъ этихь системъ, 
напримЪръ (3), изъ основныхъ уравнен!й (1). 

_ Изь перваго уравнешя (1) имъемъ 
0=180°— (А-В), 
откуда 
5т О—5%( А-- В)=5 А 608 В--5т В соз А; 
если замфнимъь 5, 


5% В, т С пропоршональными имъ числами 
а, 6, с, то найдемъ 
6—4 с05 Б--6 с05 А. 


Это одно изъ уравнений (3); точно также можно получить и два, 
друйя. 


Я говорю, наконецъ, что уравненя (1) могуть быть выведены 
изъ уравненвй (2) или (3), если только принять условше, что сумма 
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А--В- о не превышаетъ 180 градусовъ. Въ самомъ дЪлЪ, изъ пер- 
вато изъ уравневй (2) получим | 


м: Ве —@? 
08 А = 5" 


а — еда? --267е* 


о 
$1 А— арта 
слЪдовательно, 
А __ Ре вора але 2576 
=. 44766? 


| } т? В 
Очевидно, мы получимъ то же самое значение для — = И дя 
зо ; зи? А | 
—; такъ какъ выражен1е, полученное для —=_, не мЪняется, 
с [72 
когда зам$нимъ стороны @, $, с однЪ другими. Поэтому если мы 
знаемъ, что А, В, С менЪе 180 градусовъ, то, такъ какъ ихъ си 


нусы количества положительныя, можемъ написать 


эт А __ э®В т С 


г. В с 


Во-вторыхъ, можно исключить @, Ь, с изъ уравненй (2) или (3), 
такъ какъ эти уравнешя однородны; если исключить ДВЪ ИЗЪ 
трехъ схоронъ, то третья также исклЮчится, и тогда получимъ 


с08* А--с05” В--с05* (--2 ты 08 В с05 С—1==0, 
или 
`(с0з А-с0з В со5()*=1— с0з? В—603 С-- 608? В с05° С=8? В $? С, 
или, извлекая квадратные корни, 


с05 А= —6с08 В с08 —. Е т С== —6в08(В = С}; 


откуда 
А= В 0=180°Ж (2-1), 


гдЪ Е цфлое число: И если сумма А+-В-ЕС не превышаеть 180 | 


градусовъ, то 


А--В--0=180°. 
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уия 
Друия формулы, относящияся 00 косоуюльныхь треуюльниковь 


78: П | 
Е а предыдуш1я соотношешя, мы получимъ но- 
В орнуды, которыя полезно знать. Въ выводу ихъ м 
и перейдемъ. т. 2ИЯ 
Изъ основныхъ соотношенй 


тА _ 5тВ _ эт 0 


а й. ольнй 


ВЫВОДИМЪ 
а--6 __ зтАят В Эа А-В) ом) 
в > 
зат С 25% 06083 С 


а—6 эт А—тВ 2 с083 (А-В) ( А—В) 


-, 


в $т 0 


2 511 (081 ( : 


или, такъ какъ 1 (А--В)=90°—1 С 
а) а _ с05}(А—В) а зи (А-В). 


7 


с зи. ( оо 


дЪля эти уравненя (1) одно на — получимъ 


(2) ид (АМ— В Ь ие. р ой С. 


_ Формулы (1) заключають въ себЪ шесть элементовъ, но о, фориуя (2) 


содержитъ только двЪ стороны и углы. 
74. Изъ соотношеня 


=? 6—6 05 А | 


имЪемъ 

2 22 
Е. 

206 Е 

но 

рых и: 
6051 А В: ‚ м А= о 
2 


подставляя вмфето созА его значен!е, получимъ 


2083 4 и = `® и (6-е)— а? 
6е зак 


=у® (а-Ео-Нех Х—@--е-о) 
46 _ 


Серре. Тригонометр!я. 
7 
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ЕЕ: а? а 5—е)? 
511 А т Е ат с, 


НЫ 
4% - 
Посредетвомъ простой перестановки буквъ найдемъ подобныя же 
формулы для выражен!я косинусовъ и синусовь угловъ {В и !С. 
Поэтому, если для сокращеня, положимъ 


а--6-(—=9р, 


а 6—=9(р—а), 
а—6-|-6—2(р—5), 
а--6—в—=2(р— с), 
то найдемъ слБдующя двЪ системы формулъ: 


откуда 


6081 А —= ев) 
(3) ) 605% И ь 
| 0810 = 2—9) . 
"и 
га 5; В =/ (р в 


ар 
81 и ПА 
4 


наконець, дфля каждую формулу группы (4) на соотвЪфтетвующую | 


ей формулу группы (3), получимь слфдующую новую систему 
формуль: 

(@—Ь)(р— 5) 
из АНИ Ба" 


(р—а(—с) 
ват ее ВА 
1191 В = 8) 


Я о ие. 


2 


О5—$—————— о 
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Во всфхъ этихъ формулахъь должно брать радикалъь со знакомъ |, 
такъ какъ въ треугольник$ . половины угловъ меныше 90 граду- 
<овъ, и поэтому ихъ тригонометрическля лини положительны. 


Выраженя площади треуюльника и радусовь круювъ 
вписаннаю и описаннаю. 
75. Площадь ТРЕУГОЛЬНИКА.—Пусть данъ треугольникъ АВС 


Фиг. 16. Фиг. 17. 


а 


И ь, > : 


8 р с р вах 
(фиг. 16 и 17); изъ вершины А проведемъ. высоту АО; тогда, 
означивъ площадь треугольника чрезъ $, будемъ имфть 


$5—=1аж АД. 


Но, изъ прямоугольнаго треугольника `.4ДС’ имъемъ АВ С; 
слЪдовательно, 


{1 г 8—=1065% (С. 


Такимъ образомъ, 0л0щадь треуюльника равна половин произве- 
денля двухь ео сторонь на синусь узла, заключенналю между ними. 


Прилагая это предложене къ четыремъ треугольникамъ, на ко- 
торые можетъ быть раздЪленъ четыреугольникъ своими дагоналями, 
получимъ слЗдуюциЙ результатъ:. 


Площадь всякало четыреуюльника равна половинть произведеня 
ео длоналей, умноженною на синусь ула между ними. 


Если въ формул (1) замЪнимъ 6 его значенемъ, полученнымъ и?ъ 
уравненя о 
2 май, В 


д в ТЕ 
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то будемъ имЪть . 
и" ат В т С 
(2) а о 
Наконецъ, изъ уравненй 


т С у 081 @ = у? — : 


выведенныхъ въ 1” 74, найдемъ 


т (== зи (6081 (= Ушр —— — ие. 
и, если въ формулВ (1) зам$нимь 5%С этимъ его значенемъ, то 
получимъ формулу 
(3). = Урр—а)(р—6)р—), 
Ее. 


тдЪ р обозначаеть полупериметрь ——5—— 


о С 
Изъ этой формулы и формуль, которыя мы получили въ п 74, 
выводимъ нижеслфдуюпия, которыя сл$дуеть замЪфтить: 


; ; . —а)(2—6)(р—в) _ 
зи Аз Взиц (= А = 
рУшр—а)в—5)— 6) 98. 

ав абс 


6031 Ас051 В 081 С = $ 


0091 Ат Вит = — 


76. Радлусъ круга описаннАГО.—Описавъ окружность около тре- 
угольника АВС (фиг. 18), проведемъ чрезъ -вершину С Маметръ 


Фиг. 18. 
С 


о 


о 


С0=2В, и линшю ПОВ; уголь Ш въ прямоугольномъ треуголь- 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 101 


ник$ ВОГ будеть равень или А или пополнений) А, сл6дова- 


тельно, им$емъ 
4 


а=2 И 5т А или В=эед. 
Умножая числителя и знаменателя на бе, найдемъ 
ЕЖИК... Мы... Ме абв 
— ета № чур р ` 
77. РаАДШУСЫ КРУГОВЪ ВПИСАННАГО И извнфвписанныхЪ. —Пусть 7 
будеть радусъ круга вписаннаго; соединивъ центръ этого круга 
съ тремя вершинами, разобъемъ треугольникъ на три другихъ тре- 


угольника, имфющихъ общую высоту х, а основан1ями соотвЪтетвенно 


а-ь- с 
три стороны 4, 6, с; слФдовательно, имфемъ вы Е ИЛИ 


5) 
ЛС Уве 
р р 


Если обозначимъ чрезь а, 6, у радусы круговъ извнЪвписан- 
ныхъ въ треугольникъ, т. е. круговъ, которые касаются соотвЪт- 
ственно сторонъ-а, 0, с и продолжен й двухъ другихъ сторонъ, то 
легко видфть, что мы будемъ имфть 


ера) (р В) (рее) 


Е те. 


р—а —а < 


ео. „й уе (р—а)(р—с) 
ны 25 2—6 ы 


8 о ЕЕ 
рс р— р 


Также можемъ написать (п° 74) 


откуда получимъ 


(® 


| 


а— рат А, б—рют91 В, Е 


Изъ этихъ формуль можно вывести мног!я друг!я, между кото- 
рыми сл$дуетъ зам тить три слБдующихъ: 


1 1 т 1 
Е ее м =- т 
| 
= Утабт, . 
4 — а 6-1. 
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Руошеняе прямоуюльныхь треуюльниковь. 


18. ПЕРВЫЙ СЛУЧАЙ. — То анна шпотенузт а и острому уму _ 


В вычислить уюль С и двь друия стороны фи с. 


Неизвестные элементы ‚ треугольника опред$лятея изъ формулъ 
(=90°—Б, р— аз В, ее 


РИ непосредственно  опредфляеть значение а а 3 ИЗЪ: двухъ. 
другихъ находимъ | бе 


109 75—19 оды В, 096—=994- 199008 В. 


79. Второй случай.—Шо данной ииютенузь а и катету 6 
найти катеть с и дви ума В и ©, 


_Дая опредфленя неизвфстныхъ ‘элементовъ, ` имвемь фориулы | 
ь. ::9 
т ВЕ; (Е, (=) о. ЕО) )(«—5)._ 


Какъ мы видимъ, уголь С можно прямо опредЪлить по косинусу, 
но нельзя достигнуть желаемой степени точности, если гипотенуза. 
какъ это часто бываеть, мало отличается оть своего катета. Въ 
этомь случаВ можно начать съ вычисленя с, а потомъ уже опред$- 
лить уголь С по формул 


итд (= — 


такимъ образомъ для лаеананьи вычисленя будемъ имЪть 
де -Ное—). о 
1001919 14 | 
аано также уголь С вычислить непосредственно <саБдующимь 


3 ъ. 
образомъ. Замфняя с0зС его значешемь — въ формулахъ 


1—608( 
Ты. = Ес , 


= 
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получимъ 


каждая изъ этихъ формулъ даетъ намъ возможность найти уголь О 
съ достаточною точностйо, но вторая формула предпочтитёльнфе, 


такъ какъ для вычисленя ея нужны только логариемы, служаше 
для вычисленя с. 


80. ТрЕТШ случай.— о катету Ь у одном у из острыль: лов 
вычислить. друюй уюль и двъь друйя стороны. 


Неизвфстные элементы опред$лятся по формуламь 


двф поелФдейя для логариемическаго вычислен1я дають 
1004=1096—Ю0д5т В, 
10 6=1096-- 0908 В. 


81. ЧЕТВЕРТЫЙ случАЙ.— По даннымь двумь каетамь В ис 
вычислить зитотенузу а и два острые узлы В С: 


Для опредфленя неизвфетныхь элементовъ имфемъ 
со О=шту В -, — а 


Эта посл дняЯ Е не и для логариемирован1я; впрочемъ 
можно ее преобразовать ‘въ удобную для логариемировавя, если 
введемъ вспомогательный уголъ; но это приводить насъ къ вычисле- 
но угла Б по формул 


00 т9 В=1096—0дс, 


а затБиь по формул 


ь 
а— „р или 09а—1096—Чоузт В. 
‚ 82. ПРимъвръ.— Дано .. 


а—5892",51, 6—5439", 94, 


требуется вычислить с, Ви (0. 
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ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНТЯ. 
2-4$—11331,15, а—6—458,21. 


Вычисленае стороны с. Вычислене ума С: 


в У е—5) 19191 С = ‚_ . 
В 4,0542970 | а 
он тьк, ... 9,6568570 | —09(а-[®) .......... 5,9457030 
И Ее 2,6563570 
р ..... 6,1106540 | —— 
и о ео 2.6020600 
с—=2266”,35 Е 1,3010300 


10—11718'35",16 
09. 31'.1”,5 


ЗалЪмъ найдемъ 
В—=90°—0(==67°22'48",48. 


Рьшенае прямолинейнию треуюльника по данной сторон. и 
двумь узлам. 


83. Неизвстный уголь получится непосредетвенно по формул 
А--В--С=180°. 
Если дана сторона @, то стороны 6 ис вычиелимъ по формуламъ 


__ ат В __ 4.8% С 
— зтА Ре ЯК. 


‚ 84. ПрРимъръ.— Дано 


А—81°47'19",5, В—88°12/47”,5, О==60°, а=1012”,24, 


требуется вычислить стороны 6 и с, а также и площадь 5 тре- 
уюльника. 


©" 
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ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНТЯ. 


ВБычислене стороны 6. Вычисленае стороны с. 


и азт В __ ат О 
тА ` ва: въ А‘ 
он 3,8458568 ен СЫ 3,8458568 
—4095% А............ 0,0044774 | — Ю9зтА........... 0,0044774 
109 5% В ЕЕ 1,1914024 О... 1,9375806 
а 3,6417366 ам с. 8,7878648 


р—4382”,65 с—=6135”,71 


Вычисленае площади 3. 


г ат Вт 
т А ; 
24098... ИО 7,6917136 
о И АЯ 1,7914024 
оз С о 1,9375306 
——095% А ....... аль. 0,0044774 
п аа, 1,6989700 
о 7,1240940 


3—13307423 квад. мет. 


Рьшене прямолинейно треуюльника по даннымь двумь сторонамь 
и узлу, противолежалщему одной изъ ниль. 


85. Еели даны элементы а, ри А, то неизв$стные элементы 
посл$довательно опредфлятся по формуламъ 


т А. 
а ) 


А--В--0=180°, с — 480 


эт.А ‘ 


5% В = 


Если В мало разнится оть 90 градусовъ, то этотъ уголъ 
не можеть быть опред5ленъ съ достаточною точноетю по своему 
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синусу; въ ЭТОМЪ случаЪ сперва вычисляютъ произведене 65% А. 
а затБмъ уже получаютъ т В по формулЪ 
от А 


19 в- и в: 
у (аз Аи—6 т А) 


можно также воспользоваться формулой 


ао т А 


ту (45° В) = Е 


которую получаютъ, замфняя зйВ его значешемъ въ уравнени‘ 


#119 (45° 1 В) = о 

Впрочемъ, эти послЪдшя формулы не даютъ возможности опре- 
дфлить съ достаточной точностью уголь В, когда онъ очень мало 
отличается отъ 90 градусовъь и данныя числа, какъ это чаше 
всего случается, не достаточно точны. ДЪйствительно, въ этомъ 
случаЪ, незначительная погрфшность въ данныхъ элементахъ мо- 
жетъ вызвать значительную погрфшность при опредфлевши угла В. 
(Си. Главу УГ, п° 230). ` | 

Замъчанш [.—Изь таблиць можно получить для В н5которое 
значеше №М=<90° только при услойи 4>65т%А; но можно также 
принять для В=180°— М; будемъ имЪть два соотвтствуюнщия зна- 
чешя для С 


0—180°—4—М, 0=М-—4, 


и, слЪдовательно, также соотвЪтетвующуя два значеня и для с. 
Чтобы уголъ № удовлетворяль вопросу, необходимо и доста- 


точно, чтобы А--М было <180 градусовъ; точно также, чтобы 


уголь 180°— 1 отвфчалъ вопросу, необходимо и достаточно, чтобы 
М было > А. Раземотримъ, въ какомъ случа эти условя могутъ 
быть выполнены. | 


1° Если А==или>90 градусовъ, то значеше В, равное 180°—М, 
не можеть удовлетворять вопросу, и услове, чтобы значеше М 
могло удовлетворять вопросу, будетъ 


М=<180°—А, 
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“ 
Га 


или, такъ какъ_каждая изъ обфихь частей равенства‘ меньше 90 
градусов, 

эт М8 (180°— 4) 1 или < 5% А, 

‚то есть необходимо, чтобы ‘имЪли: 


51 А 
а или а. 


Мы видимъ, что задача не можеть имфть больше одного рш-- 
шя и услове необходимое для того, чтобы существовало р%шеше, 
состоитъ въ томъ, чтобы сторона, противолежащая данному углу, 
была большею изъ двухъ данныхъ сторонъ. 


о Те) т : - 

2” Есди 4<90°, то значеше В, равное М, всегда удовлетво- 
ряетъ вопросу; но, чтобы также можно было взять В=180°— М, 
необходимо должно быть 

М>А, 
или, такъ какъ обЪ части равенства меньше 90 градусов, 


9 Моя А, 
то есть 


—- А 


>9т А, или 6 


Мы видимъ, что въ о случа, услове возможности’ будетъ 
&>5тА; если это услове выполнено, то задача допускаетъ одно 
или два р5Ьшешя, смотря по тому, будетъь ли сторона, противоле- 
жащая данному углу, больше или меньше другой данной стороны. 


Полученные выводы вполнЪ согласны съ выводами, получаемыми 


при геометрическомъ изсл5довани, о которомъ мы считаемъ лиш- 
нимъ здЪсь говорить. - 


ЗамвчашЕ П.— Въ предыдущемъ р5ёшенш мы вычисляли сторону 
с только послБ того, какъ получили углы Ви (С; но можеть слу- 
читься, что, не имфя надобности въ углахь В и О, желають непо- 
средственно вычислить сторону в. Лля этого можно воспользоваться 
формулою 

2—6 с?—9фесоз А, 
откуда выводимъ 
6—6 05 АУ 5А. 
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Чтобы превратить эту формулу въ удобную для логариемирова- 
ня, надо ввести вспомогательный уголъ, согласно способу, указан- 
ному въ п° 58, и тогда вычислешя, которыя придется выполнить, также 
продолжительны, какъ и тё, къ которымь приводить прим$нен!е 
перваго способа. Кром того оказывается, что наиболЪе естествен- 
ный премь для преобразовашя предыдущаго выраженшя въ выра- 
жене удобное для логариемировавя, состояний въ томъ, что (0°58) 
мы полагаемъ { 


а: у у ‚_@тФ 
= и, слЪдовательно, 0—4, 


п А 


такъ какъ тогда 


4582 608 А. аз =А) 
а 0608 9= о, 
$%.А 5% А 


требуеть опредфленя вспомогательнаго угла 9, который равенъ в. 


И такъ, нЪтъ надобности видоизмВнять данное нами ръшеше. 
86. Примъръ.— Дано 
А—27°47'44”, 17, а=2199",12, 6—2513",38; 


требуется вычислить В, Сис. 


ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНТГЯ. 


Вычислеме ла В. 


58 В = Е. ь 
[и 
о 3,4002409 
А а 4,6577511 
ОО сеет 1,6686853 
Вы 1,7266773 


Имфемь два рёшен1я 


В—=39°15/15",23 и В=147°47'44” т. 
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ПЕРВОЕ РЬШЕНШ 
В=39715795”,23 


ВТОРОЕ РЬШЕНИЕ. 

В=147°47'44”,77 

Бычислене ула (. 
(0—180°— А— В 


Вычислене тла 0. 
(—180°—А— В 


НТ 11 


А—97°47'44", 77 -я 
В—=147°47'44".17 


В=52`19'15 08 


0(—120°0'0” 1 4594130 ‚46 у 


Вычисленте сторон с. Вычислене стороны с. 
та азт ( | азт ( 
т А | 5 т А 
та. енненннне. 3,3422489 | белила, 3,3422489 
—1095% А .......... 0,3313147 ( —095тА............ 0,3313147 
О ‚.. 1,9875806`| об `2.8857358 
Ади И 3,6110949 обо ба ‚. 2,5599994 


с—4084",08 | с—362”,493 


Рьшенае прямолинейнаю треуюльника по даннымь двумь стофо- 


намь и узлу между ними. 


| ей Первый спосоБъ.—Пусть а, 6, С будуть данные элементы. 
го ы найти углы Аи В, можно воспользоваться формулой (2) 
п 73-го, а именно: 

Гы 


419} (А—В)= = со 1 С; 


‚ ИЗЪ ЭТОЙ формулы можно опредЪлить полуразность 


КА В)=М. 


Съ другой стороны, имфемъ 


А-В) =90°—1 С, 


. —” -а : ф 
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г 
и отсюда, посредствомь сяожешя и‚вычитаня, найдемъ 

: \ъ 
-. ыы. о ) . 
к 34—90 —&0-М, 
-° В=90°—1-6—М. 


- м 
*. 


о р 
® Зная, такимь образомь, углы Аи В, можно вычислить с по 
формул 4—5 са 
| ны ат (0%. 
т т.А ы 


О ЕЙ Е 
но лучше воспользоваться одною изъ формулъ (1) п° 73-го, а именно: 


— еб, (а 620830 
— в81(А—В)’ ’^ эта В)’ 


для которыхъ нужно найти только два новыхъ логариема. 
‚ Если стороны @& и ь даны посредствомъ своихъ логариемовъ, то 


у а—5 
можно сократить’ вычислен1е дроби аъ которая заключается въ 


выражени для #094(А—В). Для этого достаточно опредфлить 
такой вспомогательный уголъ ф, чтобы 


.. а . 
ту = т 


ибо тогда получимь 
а—Ь 


Е © 
вв 48}, 


$919($ 


и, слЪдовательно, 


191 (А В)=и49(2—45°)с08 1 С. 
Вычислене угловь А и В оканчивають, какъ показано выше; но, 
чтобы найти сторону с, надо взять формулу 


__ ат С 
— ТА‘ 


Второй спосоБЪ. — Ту же самую задачу можно рЪшить при по- 
мощи формулъ 
| ст А=азтоС, 
608 А=Ь— 6560$ С, 


и, такимъ образомъ, получаемь р»шеше болБе простое, особенно, 
если, какъ это часто случается въ астрономи, для а извзстенъ ло- 
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тариемъ, тогда какъ 6 дано непосредственно. Изъ двухь предыду- 
щихъ уравнении получимъ для логариемическаго вычисленя | 


109 ( ту А) 5юда-Но9зт О-о = (6—@& 608 0)], 
о дс—ю9а-Н1ю9зт С—Чюдзт А. 


Чтобы найти 109[ = (6—а 0; С)], надо вычислить логариомь аб- 


’ солютнаго значеня @&с0з(, потомъ отыскать &60$ С, и затфиъ, по- 
7 


<средствомъ сложешя или вычитаня, 6—4 с0$ (. Найдя уголъ А, 
получимъ уголь В`изъ равенства А-- В--0=—180°. | 
88. ПРимъръ.— Дано 


094—0,4287591, 096=0,0008764, 0—18°28'7” 69: 


эпребуется. вычислить улы А ц В, сторону с в площадь 5 


ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕЫЯ (ПЕРВЫЙ спосоБЪ), 


Вычислеше © (мп 5) к 


аль Е 0,4287591 
ПЕ. 2—1 .0,0008764 
ИИА . 0,4278897 


о—69°31/36”,59 
2—45°=24°31/36”,59 


Вычислене узловь А и В. 


9193 (А—В)=ю19(2—45°)сой 0. 


1041919 (9—45°)......... 1,6599428 
ОО еде 0,0880012 
10944191 (А В)........ 1,7472440 
#(4--В)....:........ 9991/44" 15 


М: ЕЕ 50°45'56”,19 


А—79°57'40/”,84 
:В=81734'11 "44 
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Вычисление стороны с. Вычислеме площади $. 


__ аъ О $5=10965% 0. 

С аа: И ве 0,4287591 
аа 0,4287591 | 100Ь........ ия 0,0008764. 
с. ВА ИОВА 1,9911445 | 005%0............... `1,9911445_ 
—1093т А Ре лч+ 0,0067003 —4092 роде 1,6989700 
дс ока ое 0,4266039 1095 И а 0,1197500 

с—=2,67057 3—=1,3175 


ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНИЯ (ВТОРОЙ СПОСОБЪ). 


Начинаютъ съ вычислен1я стороны 6, которой данъ только одинъ . 


логариемъ; находятъ 6—1,002020. 


Вычисление ума А. 


ау А = и . 
р Ро О 0,4287591 | а до и ПТ 0,4287591 
о ое 1,3008167 | 1098%0(........::... . 1,9911445 
— -—496- 4695 0).... 0,3390687 
10946050 ......:ьньь: 1,7295758 | Е 
ее 0,5365075 | Ю9@794........:.-. 0,7519723 
ео. 0,4655125 В=79°57'40”,95 


Для вычислен1я с поступаютъ, какъ и въ первомъ способЪ; здЪсь 
нуженъ только одинъ новый логариемъ, а именно 109 5% А. 


Рьшене прямолинейнаю треуюльника по даннямь тремъ 
сторонам. 


89. Формулы п°70, которыя опредФляють углы 4, В, С вь 
функщяхъ сторонъ, не удобны для логариемирован1я, но формулы 
1°74, которыя мы вывели изъ нихъ, удобны для логариемированя, 
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и потому он могуть быть взяты для вычислешя  угловъ. 
СлЪдуетъ предпочесть формулы третьей системы, а именно: 


(в—6)(в—с) Ка и 
ват м 
14 91 А и о #89 Е РТ ы 


#91 С — Г (р—а)(#—) 
в(р—в) 


которыя опредфляють углы +А, 165, 1С по ихъ тангенсамъ. 


ЗамъчанЕ.— Чтобы задача была возможна, необходимо и доста- 
точно, чтобы каждая сторона была меньше суммы двухъ другихь 
сторонъ; если это услове не выполнено, то одна изъ разностей 
р—а, р—6, р—с будеть отрицалельна, тогда какъ двф другя 
будуть положительны, слФдовательно, значеня $4%01А,.... будуть 
МНИМЫЯ. 


90. ПрРимъръ.— Дано 
а—101"”,224, 6—438"”,265, с—=613”,571; 


требуется вычислить улы А, В, С ци площадь з. 


ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНТЯ. 


= (а 6-1 с).......... 816,530: |. мов оо 2,9427668 
ее ИР РЕНЯ 175,306 | 09(р—&а)............. 2,2437968 
о ЕЕ Зея 438,265 | (09(р—%6)............. 2,6417368 
ЕЕ ТАНИИ 262,959 | 09(р—6).............. 2,4198881 

Бичислете фла А. Бычислене У 5. 

__  /@—6. 2—е) | р—а) 

т9т А —= о ра тд: В = |= г м 
09(0Р—65) ............. 2,6417868 | 09(р—а)............. 2,2437968 
(=) ее ьььь. 2,4198881 | 09(р—5).............. 2,4198881 
—%9(р—4.......... 3,1562080 1 р-р 3,3582632 
в ме 3,05723389 
В И и Ме. 
о04ат91 А... ........ 1,9875806 | 0991 В ........... 1,5395906 

1 А—40°53'36”,22 18-519” 6,23”, 77 

4 ==91-47 19:44 В=38°12/47”,54 


ср 


Серре. Тригонометря. 
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Вичислене ума С. Вычисление площади 3. 


(р—а) ( т 1 иен ый 
в ‚_ р(р—е) ‘° ‹ =Урр--9)(р-—9)ФЫ— 0. 
109(р—4)...---:-.---. р, ии 2,9427668 
109(2—6)............. 26417868 ( 109(р—а)............. 2,2437968 
И 3,5801119 | №9(Р—5)............. 2,6417368 
Ни 3,0579332 | №9(Ф—6)......--..--. 24198881 
а ое 10,2481885 
О Аа я апр оьиасаье В ФО 
а 1,7614393 
р 1(—30° | 3—138074,23 кв. мет. 
С=60° | 


Повърка: А--В--0=180°—0",02. 


Различные случаи, кода даны не только стороны или улы 
треуюльника. 


91. Существуеть множество задачъ на р5шеше треугольниковъ. 
Разсмотримъ н$которыя изъ нихъ. 


ЗАДАЧА [.— Рьииить треуцюльникь, зная уюль (С, противолежа- 
чцую сторону с и сумму или разность двухь друиихь сторонъ в цб. 


Одна изь формуль (1) п?73-го, а именно: 


а __ со (АБ) 9—6 _ #4 (А—В ) 


се. 3540 с 0510  ’ 

даеть возможность непосредственно найти полуразность }(44— В); 
такъ какъ полусумма {(А--В) известна, то найдемъ также Аи В; 
затЪмъ оканчивають рфшен1е при поесредствЪ той изъ двухъ пре- 
дыдущихъ формуль, которая не служила для опред$лешя угловъ; 
она дасть возможность опредфлить 4—6, если было дано а--5. 
или а--0, если было дано а—5. 


92. ЗАДАЧА П.— Рьииить треуюольникь, зная уюлъ Б, прилежа- 
чую сторону а и сумму или разность двухь друиихь сторонз. 
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Обозначивъ периметръ а-|-6-|-с чрезъ Эр, имфемъ (74): 


—, / @—а)@—ев) (ф—а)(2—5) 
+ те а 
ту р(р—®) ’ иту Же-в)’* 
откуда 
© 8..9 С В _ р 
1919 - 9 р о пд —5_ 60% а 


Если сумма 6--с дана, то знаемъь ри р— а; если дана разность 


_$—в, то знаемъ р—В и с; слЪловательно, въ томъ и другомъ 


случа$, можно вычислить уголь С при посредствз одной изъ пре- 
дыдущихь формуль. Зат$мъ продолжаютъ р$шен!е по способу п°83, 
или же при посредств$ любой изъ формуль, получаемыхъ изъ пре- 
дыдущихь чрезъ перестановку буквь Аи В, ви 6, 


93. ЗадАЧА Ш. — Решить треуюльникь, зная ею площадь 5 
4 рлы. 


ИмЪемъ (75) 


$ — 102 ВС ба 288% А 
ое 1 ‘уд оф 3% Взь С° 


Стороны 6 и с вычиелимь при посредств$ аналогичныхъ фор- 
мулъ. 


94. Задача ГУ.—Рюииить треуюльникь, зная ею периметрь и 


Изъ формулъ (3) и (4) п’74 выводимь 


6081 Вв051 (= уе == т ГА, 
и, слБдовательно, 
_ РА 
— 208 Веоз$ О’ 
послёдняя формула будетъь намъ служить для вычисленя а. 


95. ЗАдАЧА У. —_Рьииить треуюльникь, зная радёусь крум впи- 


саннаяю т и флы. 


Изъ формулъ, данныхь нами прежде, легко выводимъ 


р—а="ео А, р—Ф=исоН В, ре=гсой С; 


при посредствЪ этихъ формуль найдемь р—@, рф и р—®, а за- 


ТЪмъ стороны а, 6, с. 
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ЗАДАЧА \1[.—Рюшить треуюльникь, зная уюль С и суммы са, 
ыя 0т5 прибавлентя противолежащей стороны с къ 
с-Рф, получаем т 


каждой изъ двухь друинхь сторон. : 
Предположимь, что с--а >> с-6. Формулы (1) п’73 даютъ 
(Над (с--5) _ сов (А—В)-Е2584 С 
Й т т С 
(9 (д -—@-Н9 _ С-В) 
Г 


сот С 


> 


откуда 
. __ зи (А—В) — (24) 
С) (А Веро — (о -Не-ЕЫ 

Эта формула (2) содержить только одно неизвЪетное число: 
'(А—В), которое можно опредфлить по способу 1°60, вычиеливъ 
вспомогательный уголь $, заключающййся между нулемъ и 90 гра- 
дусами, при помощи формулы 


сне) 
(3) 1019 == (стане) с0#1 С. 


ее (са) —(е-5) оф (. 


Но если будемъ разематривать треугольникъ, образованный сто- 
ронами с-Ра, с-Н® и заключающимся между ними угломъ С, и 0б0- 
значимъ чрезь 4” уголъ, противолежащей сторон с--а въ этомъ 
треугольник, и чрезъ ВБ’ уголь, противолежаний сторонф с--6, то 


о 
полуразность 1(А”—2В’), въ силу формулы (2) п 73, будеть въ 
точности равна вспомогательному углу ©; такимъ образомъ, будемъ 


ИМЪтТЬ 
о се 90°—1С(, 
2 р р 
откуда 
(4) А’—= 90°—#О--Ф, В'=90°—1 (0—9. 


ПоелЪ этого уравнеше (2) можеть быть написано такъ 


511 (А— ВБ) А-В 
воз (А— В) воз (А’— В’)? 


освободившись отъ знаменателей, найдемъ 


(5) т д=2 т От (А — В’), 
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тд, для краткости, мы приняли 


А—В А’— БВ’ 


2 о 


ие = 


7} 


но такъ какъ 


А-В Г 
ыы 


‘то изъ двухъ предыдущихъ уравнев!й получимъ 
{6) А—А’--х, В=В’—х. 

Уголь д вычислимъь по формул% (5), послЪ чего формулы (6) 
опред$лять А и В, такъ какъ А’и В’ извфетны. 


Для вычисленя с беремъ второе изъ уравнешй (1), которое 
даетъ 


ы _ ен в)озз С 
т \е-Ех) | 

и, наконець, 4 и 6 получаются изъ формулъ, 

(8) а—(с--а)—ев, 6—(е-6)—с. 


Вспомогательный треугольникъ, который мы брали, всегда воз- 


` моженъ, каковы бы ни были данныя са, с 6, 0; отсюда слЪ- 


дуетъ, что уравнене (5) всегда дастъ вещественныя значен!я для хх, 
такъ какъ оно можетъ быть предетавлено въ такой форм%: 


(9) 9тд=5т А’— т В’, 
откуда видимъ, что его вторая часть заключается между нулемъ и 1. 


Это уравнене имфеть только одинъ корень 5, заключаюнийся 
между нулемъ и 90 градусами; и только этоть корень можеть со- 
отвфтствовать нашей задачЪ, такъ какъ уголь В’ острый (потому 
что 4’>> В’) и, елБдовательно, значеше В, получаемое изъ второго 
уравненя (6), можеть быть положительнымъ только тогда, когда х 
меньше 90 градусовъ. КромЪ того видимъ, что предложенная за- 
дача возможна только тогда, когда значете х, заключающееся 
между нулемъ и 90 градусами, меньше Б’; это услове можемъ 
выразить посредствомъ неравенства 55 < 5% В" или, принимая во 
внимане уравнен (9), посредствомъ неравенства 


Ол, / : # 
5% А’ 3 т В’, 
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а послднее неравенство равносильно слфдующему: 


(6-14) < 2(е-5). 


Таково услове, необходимое для того, чтобы задача была воз- 
можна; я говорю, что это услове и достаточное. Въ самомъ дЪлЪ, 
если оно выполнено, то значешя А и В будуть положительны; 
сверхь того ихъ сумма будеть меньше 180 градусовъ; значенше с, 
получаемое изъ уравненя (7), будеть положительное, и очевидно, 
что эти значеня обращають уравнения (1) въ тождества. Посл 
этого, положимъ, что требуется рЪшить треугольникъ по вычислен- 
нымъ нами элементамь А, В, с; эта задача всегда возможна, и, 
для ея рьшеня, можемъ очевидно воспользоваться уравненйями (1), 
изъ которыхъ получимъ данныя значен!я с--а, с. | 


Примъчане. — Если имфемъ са = о, то углы ф и 2 обра- 
щаются въ нули, и тогда А=В==А’В’. Въ этомъ случаф, фор- 
мула (7) не можеть болфе служить для вычисленйя с; тогда надо 
обратиться къ первому изъ уравнен!й (1), которое даетъ 


"т С 


ЕВ 151’ 
откуда 
са _ 1 С0—№ 11940—15°) 
сра з О 1900-15) ` 
СлЪфдовалельно, будемъ имЪть 
ее $19 (1С—15°) , 
ео 419 (1С-- 15°) 


эта формула даеть с—@; затБмъ изъ нея опредфлимъ @ и с. 


О вписанномь четы ‚рерлюольнить. 


97. Мы считаемъ не лишнимъ показать здЪсь, какимъ образомъ 
можно вычислить углы, площадь и дагонали вписаннаго четыре- 
угольника, когда даны его четыре стороны. 


х 
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Пусть данъ вписанный четыреугольникъ АВС (фиг. 19) 
> 


Фиг. 19.) 


С 


котораго стороны АВ, ВС, СФ, ПА обозначимь чрезъ-а, 0, с, а, 
дагонали АС и ВЛ чрезъ 2 и у, площадь чрезъ $, радёусь круга 
описаннаго чрезь В, а углы — буквами, которыми обозначены ихъ 
вершины. 

Такъ какъ углы В и Г) пополнительны, то ихъ косинусы равны, 


но съ противоположными знаками, почему изъ треугольниковь АВС 
и АСШ имЪемъ 


в | а --0?— 246 с08 В, 
2—6? | а?-- 9е4 воз В, 
и, исключивъ 4 изъ этихъ уравненй, получимъ 
(2) сов ВЕТ | 
(ава) “ 
Эта, формула не удобна для логариомированя, но изъ нея можно 


получить формулу, удобную для логариомирован!я. Въ самомъ дЪл% 
имБемъ к 


: 1— с08В 
эй} В 5”, 605} В ти 


замфняя с0з В его значенемъ, найдемъ 


зи В ав аое-раа ое) 


4(а6--ва) ^- 4(а6-- са) з 
поз В Неа аъ оадаеа) 
4(а6- ва) — Часа)  ‘` 


Обозначивъ периметрь а--6--‹--@ чрезъ 2р, будемъ имфть а-—- 
Но-е—9=2(р—4),.... и, елЪдоватедьно, 


3 миа В (р—а)(#—5) к (2—в)(в—а) 
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Дфля формулы (3) одну на другую, получимъ слБдующую 


и ий фа)’ 
которая будетъ удобна для логариемировавя. 
Точно такъ же для вычислен1я угла А будемъ имЪть 
(5) 10191 А Е, 
| — (р—5)(р—о` 


Такъ какъ углы четыреугольника извЪфстны, то датонали опре- 
дфлимъ однимъ изъ способовъ п’87. Что же касается до площади $, 
то она равна сумм площадей треугольниковьъ АВС и АШС, по- 
чему будемъ имфть (п°75) 

8==1(а6--са) эт ВБ; 


но, перемножая между собою уравненйя (3), найдемъ 


Во Угра. 


5% 
аф--са ? 


слЗдовательно, 
(6) =И@—)#—)@#—)@—9. 

Если предположимъ, что сторона 4 равна нулю, то эта формула 
обратится въ формулу, выражающую площадь треугольника въ функ- 
щи трехъ его сторонъ. 

Если желаемъ непосредственно вычислить д1агонали д и у, то 
подставимъ въ одно изь уравненй (1) вм$ето с05 В его значевше, 
полученное изъ уравненйя (2); тогда получимъ 


д ее ЕЯ) 


а6-е4 
ИЛИ 
- ‚ _ (ме-фахаа--ье) 

7 вла 
(7) - Ф-еа — } 

точно такъ же будемъ имЪть 
‹ (8) ма (ае--5а) (“6 -Е ва) : 
аа-Н0с , 


но эти формулы (7) и (8) не удобны для вычисленя при посред- 
ствЪ логариемовъ. 
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`Умножая и для уравненйя (7) и (8) одно на другое, найдемъ 
формулы | 
Алый х __ 94-5 
(9) ху=ас-Е Фа, я == аф-Есй 5 
которыя выражають двф извфетныя теоремы геометрии. 


Мы можемъ, наконець, выразить радтусъ В круга описаннаго 
вь функши четырехъ сторонъ. ДЪйствительно, имфемъ (0? 76) 


т 
о 2 эт В 
откуда 
(10) р— Уае аа -Еоацаа- Ее). 
4Ур—а(р— 5) (р—в)(—а) 


Дъйствеья на мъстности. 


98. Трилнгулящя.—Еели хотятъ съ нЪкоторою точноетно снять 
планъ какой нибудь мЪетности, города и проч., то необходимо, 
чтобы съемка основывалась на трианулящи. Такъ называютъ 
дЪйств!е, посредствомь котораго опредЪляютъ значен!я всфхъ эле- 
ментовь ряда или съти треугольниковъ, расположенныхьъ одинъ 
возл$ другого и связанныхъ другъ съ другомъ точками, по желанпо 
выбранными на мЪетноети. Однако, если мфотность не совсфмъ го- 
ризонтальна, что чаще всего встрЪчается, то должно представить 
себЪ, что сть проектирована на горизонтальную плоскость, распо- 
ложенную внизу; такъ какъ элементы этой проэкши или, какъ 
говорятъ, сЪти, приведенной къ горизонту, весьма важно зналь, то 
и опредЗляютъ ихъ. 

ВеЪ углы треугольниковъ измфраяются при помощи зрафометра, 
или лучше 0эодолита, который даетъ углы приведенными къ горизонту. 
Но только одна изъ лин измфряется непосредственно межевой 
цуътью; ее называють базисом. Лрумя стороны треугольниковъ 
опредфляются вычислешемъ. 

Весьма важно умЪло выбрать точки, которыя должны образовать 
тригонометрическую сЪть, чтобы имфть треугольники только удобные, 
т. е. таые, у которыхь ни одинъ изъ угловъ не былъ бы слишкомъ 
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близкимъ къ нулю. ДЪйствительно, легко видЪть, что положен!е точки 
не вполн точно опредЪляется, если она дана пересфчешемъ двухъ 
прямыхъ, составляющихь между собою слишкомъ малый уголъ, такъ 
какъ въ этомъ случаЪ весьма незначительная ошибка въ величинЪ 
угла можеть сказаться относительно большой ошибкой въ располо- 
жен!и точки. Вотъ общепринятый способъ. 


Изучивъ м$етность, которую предположено снять, выбираютъ на 
ней центральную точку О (фиг. 20), которую можно видЪть на, даль- 


Фиг. 20. 


немъ разстояши, какъ, напр., шпицъь колокольни или сигналъ, по- 
мфщенный на высокомъ здани, или даже простой шестъ съ сигна- 
ломъ, если мФотность открыта. Затфмъ выбираютъ, въ предфлахъ 
съемки пять, шесть или болфе точекь А, В, С, Ш, Е, Е, изъ ко- 
торыхъ можно было бы видфть точку О, и притомъ такихъ, чтобы 
треугольники АВО, ВСО,.. получились выгодные. Важно также, 
чтобы одна изъ сторонъ многоугольника АВСЛТЕЕ, напримфрь АВ, 
могла быть измфрена непосредственно и принята за базиеъ. 


Измфривъ сторону многоугольника АБВ и обозначивъ его вер- 
шины вЪфхами или какими нибудь другими знаками, останавливаются 
послЬдовательно въ каждой изъ его вершинъ. Въ точкЪ А измф- 
ряють углы ОАЕР и ОАВ, въ точк$ В-— углы ОВА и ОВО...., 
наконець, въ посл$дней вершинф Ё углы ОЕЕ и ОГА. Изъь этихъ 
изм5ренй легко опредфляють каждый изъ угловъ при точкЪ О, ко- 
торыхъ н$ть тогда надобности измфрять непосредственно, лишь бы 
только разсматриваемые углы были опредфлены съ достаточною точ- 
ностью. Въ этой точности убфдимся, сложивъ веф раземотрфнные 
углы и сравнивъ эту сумму съ вуммою углове многоугольника, ко- 
торая напередъь извЪстна. (Если многоугольникъ будетъ шестиуголь- 
никъ, какъ на фигурЪ, то сумма его угловъь равна 180°Ж4 или 
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720 градусамъ). Разность между двумя этими суммами, разд$ленная 
на удвоенное число сторонъ многоугольника, будетъ средней по- 
грёшностью наблюденй. Если эта средняя погрёшность превосходить 
погрёшность, которую можно ожидать отъ употребляемаго инстру- 
мента, то должно снова начать измфреня; въ противномъ случаз, 
можно считать измфрен!я точными и не прибЪгать къ непосредствен- 
ному изм5реншю угловъ при О; но тогда исправляють раземотр$н- 
ные углы, увеличивая или уменышая каждый изъ нихъ на среднюю 
погрфшиность, о которой мы только что говорили. 


ПослЪ того, какъ сдЪланы изм5ревя и поправки, о которыхъ мы 
только что говорили, остается рЪшить треугольники. Изъ перваго треу- 
гольника АВО, въ которомъ извфстна сторона А.В и углы, опре- 
дфлимъ стороны АО и ВО (первый случай косоугольныхъ треуголь- 
никовъ); изъ второго треугольника ВСО, въ которомъ теперь знаемъ 
сторону ОВ и углы, найдемь ВС и (0; изъ третьяго ОФ и ОО,..., . 
наконець, изъ поелфдняго найдемь РА и АО. Здесь имфемъ сред- 
ство для повфрки вычиелен!й, такъ какъ значене стороны АО, полу- 
чаемое изь послфдняго треугольника, должно быть то же, что 
и получаемое изъ перваго. 


Эта первая сЪть треугольниковъ составляетъ то, что называютъ 
злавною стътою. Вс стороны этой сфти, въ свою очередь, могутъ 
служить базисами для сниман!я другихъ точекъ, и такъ какъ онЪ 
расположены въ различныхь направленяхъ, то всегда возможно по- 
лучить треугольники только выгодные. Такимъ образомъ снимемъ 
точки СТ и Н въ зависимости оть стороны АБВ: изм5ряемъ углы 
треугольниковьъ АВС и АВН только при А и ВБ, а потомъ вы-. 
числяемъ стороны этихъ треугольниковъ. Подобнымь же образомъ 
снимемъ точки Ги «/ въ зависимости отъ стороны СЛ главнаго мно- 
гоугольника, а точку А-оть стороны ЕД. Наконецъ, вычисливъ 
стороны этихъ вторичныхъ треугольниковъ, можемъ ихъ принять за 
базисы; напр., можно снять точку Г въ зависимости оть сто- 
роны ЕК. | 

Если бы природа мфетности не позволяла принять за базисъ одну 
изъ сторонъ главнаго многоугольника, то тогда должно измЗрить 
гдф нибудь на мФетности такой базисъ, чтобы его можно было сое- 
динить съ одной изъ этихъ сторонъ, наприм$ръ съ АВ, однимъ или, 
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самое большее, двумя треугольниками. РЪФшая эти треугольники, 
опред$лимъ сторону АВ, и затБмъ продолжимъ измфреве, какъ 
если бы сторона АВ была измфрена непосредственно. 

Часто за главный многоугольнихъ принимаютъ простой треуголь- 
никъ, и за базисъ одну изъ его сторонъ. Въ этомъ случа три угла 
измфряютъ непосредственно; если сумма измЪ5ренныхъ угловъ раз- 
нится отъ 180 градусовъ, то берутъь треть разности между этою 
суммою и 180 градусами: это будеть средней погр5шностью трехъ 
измфренй. Если эта средняя погрЪшность допустима, то разсмотрЪн- 
ные углы исправляютъ, какъ выше было сказано, а потомъ р*- 
шають треугольникъ. Когда три стороны найдены, то можно снять 
вс$ желаемыя точки на мЪетноети въ зависимости отъ одной изъ сто- 
ронъ этого треугольника. 

Въ заключене, раземотримъ н$фкоторые вопросы, которые часто 
представляются при межевани и при съемк$ плановъ. Во вефхъ 
этихъ вопросахъ данными будуть базисъь, который можно измФрить 
цфпью, и углы, для изм5реня которыхъ можно употребить обыкно- 
венный графометръ. 


Задачи практической трилонометраи. 


99. ЗАДАЧА Т.— Найти высоту башни, къ подножеью которой 
можно подойти и основе которой находится на мостности 
почти, зоризонтальной. 

Пусть будетъь 5 (фиг. 21) вершина башни и Б.А ея высота. По- 


Фиг. 21. 


мЪщелоть ‘графометръ въ такомъ мфетф, чтобы разетояве его отъ 
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башни, не было ни слишкомъ велико и ни слишкомъ мало сравнительно 
съ высотою башни. Приводять лимбь въ вертикальное положете, 
такъ чтобы его плоскость проходила чрезъ вершину башни, а д1а- 
метръ быль бы горизонталенъ. Затфмъ вращають алидаду до тфхъ 
поръ, пока на срединЪ волосковъ ея дфоптровь или ея зрительной 
трубы не увидятъ вершины балини 5, и отечитывалютъ дугу аб лимба, 
заключающуюся между горизонтальнымь даметромъ и алидадою; 
это будеть уголь С прямоугольнаго треугольника БС. ЗатЪмъ 
отмЪчаютъ на мЪстности, помопую отвЪса, проекщю В центра ин- 
струмента; начиная отъ точки В проводять прямую линю, по на- 
правленшю д1аметра Са, и изм$ряють при помощи ции горизон- 
тальное разстояне ВА, считаемое по этому направлению отъ точки 
В до башни. Такъ какъ С_==ВА, то въ прямоугольномъ треуголь- 
никЪ бОГ будемъ знать сторону СХ и острый уголъ БС; слБ- 
довательно, можно вычислить сторону 50, а придавъ къ ней Ар 
или ВО, т. е. высоту графометра, получимъ искомую высоту. 
100. ЗадАЧ» П.— Найти высоту бани, къ подножбю которой 
подойти нельзя, но. которой основане находится на мтъетности 
почти зоризонтальной. | 
Пусть будеть АБ (фиг. 22) высота балини, къ основанцо кото- 


Фиг. 22. 


рой подойти нельзя. Помфшають графометръ въ А уЪеть 
В и, какъ и въ предыдущей задачЪ, устанавливаютъ лимоъ вер- 
тикально, такъ чтобы его д1аметръ былъ горизонталенъ и чтобы его 
плоскость проходила чрезь вершину 5. Направляють алидаду ин- 
струмента на вершину $ и опред$ляють уголь 5Ср. ЗатЪмъ про- 
водять прямую линцо В.В’, по направлению горизонтальнаго д1а- 
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метра Са, и переносять графометръь параллельно самому себЪ такъ, 
чтобы его центръ имфлъ проэкщею точку В’; тогда енова направ- 
ляютъ алидаду инструмента на точку $ и опредфляютъ уголь 50’. 
Наконецъ, изм$ряютъ при помощи цфпи линю ВВ’=0ОС’. 


Посл этого, изъ треугольника 5СС’ имфемъ 


80 _  зт50'П __ ВВ’ эт 50'Р 
ВВ’ — т (800—800) ОТКуда 50—= зт(80'0—50Б)’ 


изъ прямоугольнаго же треугольника 5СЛ) получимъ 


82=50 т 5ОШ; 
слЪдовательно, 


т ВВ’ эт 50) эт ОШ 
_  8%(50'2-—50Р) 


Вычисляемь 51) по формулЪ: 
0950=409 ВВ'’-109 5% 5 С Р-Нод эт 50’ )—409 9% ($С'Р—501), 


и, придавъ затЪмъ къ результату высоту графометра, найдемъ ис- 
комую высоту. 


101. ЗАДАЧА Ш, — Найти вс0ту зоры. 


Пусть будеть ЭН (фиг. 23) высота, которую требуетея измЪ- 


рить. Выбирають дв такля точки А и В, разстояше которыхъ 
можно было бы легко измфрить цфлью и изъ которыхь одна, напр. 
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А, была бы почти въ горизонтальной плоскости основая высоты 


$Н. Помфшаютъ графометръ въ точк$ „А такимъ образомъ, чтобы 


° центръ лимба находился въ точк$ С на вертикали точки А, й 


затфмъ вбиваютъ въ В шестъ съ сигналомъ 0; потомъ повора- 
чивають лимбъ такъ, чтобы его плоскость проходила черезъ 
точку 5 и сигналь Л; измфряють тогда уголь $СО, направ- 
ляя поочередно алидаду на точку 5 и на сигналь Г); зат$мъ, не 
перем$щая ножекъ инструмента, устанавливають лимбъ вертикально, 
такимъ образомъ, чтобы его Даметръ былъ горизонталенъ и чтобы 
его плоскость постоянно проходила чрезъ точку 5; направляютъ 
алидаду на точку 5 и опредфляють уголь 5СК, образуемый али- 
дадою съ д1аметромъ лимба. Наконецъ, переносятъ инструментъ во 
вторую точку такъ, чтобы его центръ занялъ мЪсто точки О, имЪю- 
шей проэкщею точку В, и вбиваютъ въ точкВ А шестъ, бывпий 
въ точк$ В, и потомъ, поступая какъ и раньше, измфряютъ 
уголь 5ОС. 


Измфривъ цфпью, какъ выше было сказано, базись АВ=ОП 


будемъ зналь сторону СЛ и углы треугольника 5СЛ; изъ этого 


треугольиика имфемъ 
АВ т 500 
56= тои › 
потомъ, изъ прямоугольнаго треугольника СЗК, 


5К—=5СО5т5 СК, 

сяЪдовательно, 
АВзт5ОС эт СК 
5 т (8  - 


ю95К=109 АБ-Н409 зт 5 ОО-Ню9 тб СК —09 5% 05). 


При помощи этой формулы вычисляють 5А, и, прибавивъ затЪмъ 
къ полученному результату высоту графомера АС=ЖКН, получаютъ 
искомую высоту. 


102. ЗАдАчЧА 1\. — Найии разстоянае между двумя точками, 
изъ которыхь одна недоступна. 
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Пусть С будетъ точка (фиг. 24), въ которой наблюдатель мо- 


Фиг. 94. 


жетъ помъститься, А—недоступная точка, и АС искомое разстоя- 
не. Начиная отъ точки С, измфряютъ ифпью какой нибудь базисъ 
СТ; затЗмъ изм5ряютъ при помощи графометра углы АСД и АДС, 
при посредствЪ которыхъ выводятъ значене угла САД; наконецъ, 
сторону АС вычисляютъ по формулЪ 
Орят АДС 
= 
тоАР 
103. ЗАДАЧА У. — Найти разсетоянйе между двумя недостут- 
ными точками. 


Пусть будуть А и В (фиг. 24) дв$ недоступныя точки, раз- 
стоян!е между которыми требуется опредФлить. 


Въ той части мЪетности, въ которой можно помфетиться, измЪ- 
ряютъ цфпью базись СД; потомъ измфряютъь при помощи графо- 
метра пять угловь ВОО, 400, АС, ВОО и АСВ. ЗатЪмъ въ 
треугольникахъь АСД и ВСП, въ которыхъ будемъ знать сторону 
СЛ и углы, можно вычиелить стороны АС и ВО. ПослЪ этого, въ 
треугольникЪ АСЬВ будемъ знать уголь С и двЪ стороны, между 
которыми онъ заключается; слфдовательно, можно вычислить сто- 
рону АВ, и вопросъ, такимъ образомъ, будеть рЪшенъ. 


Вотъ какъ можно проще всего произвести вычислене. Обозначимъ, 
какъ и всегда, чрезь А, В, С углы треугольника АБС, а чрезъ 
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а, ©, с соотвфтетвенно противолежанля имъ стороны; кромф того 
положимь СР=а. Изъ треугольниковъь ВОР и АСЛ соотвЪтетвенно 


имфемъ 
 __ 9% ВОС_ ат АРС 


— зпОВО '’ `` т дАШ *- 


откуда 
100 4—=09а-Н10о9зт ВОО—095т ОВО, 


096—ю9а- 109 3т АРО—ф9зт АЛ. 


Если теперь обозначимъ чрезъ х такой вспомогательный уголъ, 
чтобы 


то изъ треугольника АВС получимь (п°87) 
191 (А—В)—=т9($—45°)с0 + С. 
Уголь х опредЪфлится по формулЪ 
09019 9=09а—ю046, 

Г 10919 9—9 зт ВОО--ю ут ОА 

`—095тОВО— 095% АШОС; 
затЪмъ уголъ 1(.4-—В) получится по формулЪ 
(2) т (А—В)=ю99(о—45°)-НЧоусой 1 Ц. 


Зная 4—В и А-В, можемъ вычислить уголь А и, наконецъ, 
получить искомое разстояне при посредств$ формулы 


__ авто 
о а ° 


откуда найдемъ 


| юус—юуа-Нюузт ВОС—ю95т СВО 
) 


(3) 
| -Ню95тО—Чюдзт А. 


ЗаАМБЧАНЕ.— Необходимо, какъ мы сказали, непосредственно из- 
мфрить уголь АСВ, ибо этоть уголь только въ очень рЪдкихъ слу- 
чаяхъ равенъ разности угловъ АСД и ВОФ, а именно, когда че 
тыре точки 4, В, С, Ш) ниходятся въ одной плоскости. 


Серре. Тригонометр:я. 9 
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104. ЗАдАЧА \[.—Чрезь доступную точку на ровной млъстино- 
сти провести прямую, параллельную недоступной прямой. 
Пусть будеть О (фиг. 25) доступная точка и АВ недоступная 


Фиг. 95. 


прямая; для вычисленя угла САБ поступаютъ, какъ и въ преды- 
дущей задачЪ. Опредфливъ этоть уголъ, помфшають графометръ 
въ С такъ, чтобы даметръ лимба быль направленъ по О.А, и затфмъ 
поворачиваютъ алидаду до тфхъ поръ, пока дуга лимба, считая оть 
дламетра, не будеть равна пополнению угла САВ; наконецъ, про- 
водять, при посредетвЪ вЪхъ, прямую по направлено алидады и, 
такимъ образомъ, получають искомую линю СЕ. 

105. Задача УП. — Продолжющть лимю на мъстносши за тре- 
пятетве, мъшилощее видъть направление этой лини. 

Пусть АВ (фиг. 26) будеть прямая, продолжеше которой тре- 


буется провести по другую сторону препятстя О. Изм$ряють 
цфпью линно АВ; потомъ выбирають точку Е, которую можно ви- 
дЪть изъ точекъ А и В, и изъ которой была бы видна м$етноеть, 
заключающая продолжене АВ. Измфряють углы А и В тре- 
угольника АВЕ и вычисляють сторону АЕ; начиная отъ точки 
Е, проводять прямую ЕЁ по направленю къ той части мЪот- 
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‘ности, которая находится по другую сторону препятстыя О. ИзмЪ- 
ряютъ уголь АЕЁ; если С’ обозначаеть пересъчене прямой ЕК 
съ продолжешемь АВ, то въ треугольник$ АСЕ будемъ знать сто- 
рону АЕ и углы; слФдовательно, мы можемъ вычиелить ЕС и за- 
т$мъ опредЪлить на м$етности помощью пЪпи точку О; наконецъ, . | 
преведя продолжене лиши СШ, которое образуетъь съ ЕС уголъ 
равный пополненю АСЕ, получимъ искомое продолжеше. 


Если прямая АБ недоступна, то, чтобы измфрить элементы тре- 
угольника АВЕ, мы воспользуемся, какъ въ задачЪ \-ой, вепомо- 
гательнымъ базисомъ, проведеннымъ чрезъ точку Е. 


106. ЗадачА УШ.—Три точки А, В, С (фиг. 27) расположены 
на ровной мьстности и нанесены на карту; опредьлить на картиь 
точку М, изь которой разстояшя АВ и ВС видимы подь улами 
я и 6, которые измтърены. 


ы 
Точка М находится на пересьчени сегментовь, вы5щающихъ 


Фиг. 97. 


ее 
-- 
р 4 


8 


углы 4 и б и построенныхъ соотв$тетвенно на АВи В0; но здЪсь 
требуется опред$лить положене этой точки на картЪ въ зависи- 
мости отъ элементовъ, находящихся при точкахь А, В, (0. 


Пусть АБ=а, ВО=6; примемъ за неизвстные углы МАВ= 
и МСВ=у. Изъ треугольниковь АМВ и СМВ имфемъ 


ат ИСИ 
ВМ = — , — — у : 
. $87“ 58%6 
откуда 
4902 658% тх фута 
- ЕЛ и, слБдовательно, ——— —= ———. 
5819 586 ту 456 
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Пусть ф будетъ такой вспомогательный уголь. чтобы 


й фута | 
апде = —— 
91 45%6 ’ 
будемъ имЪть 
т 
м 5 МФ, 
КУ) 


откуда 
этж—5йиу _ 1109—1 
эта--яту те” 


или (п° 18) 


#0191 (#—9) _ @тух—0т945° 


с: АРА Е 5=#и9(-—45°). 
0т91 (2-9) 1979901945 


Кромф того, обозначивъ чрезъ ® уголь АВС, имЪемъ 


а--6--® 
А 


озу =180°— 


слЪдовательно, 


я--6-- ГО \ 
Е 


9101 (2—9) = ( и 180° — 

При помощи этой формулы вычиелимъ уголь {{х—9), а такъ какъ 
уголъ 1(2--9) извЪетенъ, то найдемъ углы 2 и у, которые опрелЪ- 
лять положене точки М. 

Замвчанть. — Вели одинъ изъ сомножителей выражешя #4%93(2—)} 
равенъ нулю, а другой не <>, то углы 2 и у равны между собою. 
Но если второй сомножитель <>, то первый равенъ нулю, и значе- 
ве для 79 (х—9) приметь видъ 0.со. Можно убЪфдиться, что въ 
этомъ случаЪ задача дЪйствительно неопредЪленна. Въ самомъ дфлЪ, 
чтобы сомножитель 


‚-0-Но` 
итд 180° — ть) 


быль равенъ безконечности, необходимо, чтобы 


а 6-Ро=180°, 
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а это будетъ условемъ, при которомъ четыреугольникъ АВСОМ можно 
вписаль въ кругъ; слфдоватально, въ разсматриваемомъ нами случа%, 
два сегмента, вм щающце углы о и 6, пересфчене которыхъ опре- 
дфляеть точку ЛИ, совпадутъ. Тогда сомножитель #419 («—45°) ра- 

а Ь а 
м; НО И ——. 
5816 ` зта 5886 эта 
суть маметры круговъ, описанныхъ около треугольниковь АВМ и 
ВСМ (176), и такъ какъ эти два круга совпадають, то 119 %=1, 
почему $==45° и #09 (9—45°)=0. 


венъ нулю; дЪйствительно, е== 


Упражненг!я. 


Г. Каковъ долженъ быть рад1усь круга, чтобы разность между дугою 
въ 10 метровъ и ея хордою была меньше 1 миллиметра? 


П. РЬшить треугольникъ, зная его основаше, высоту и разность угловъ 
при основаши. 

Ш. Ръшить треугольникъ, зная три его высоты. 

ГУ. РЬшить треугольникъ, зная радусы круговъ извнЪвиисанныхь. 

У. Вычислить площадь трапещи, зная четыре ея стороны. 

У1. Построить равностороныйй треугольникъ, котораго вершины ле- 
жаль на трехъ концентрическихь окружностяхъ, или на трехъ параллель- 
ныхъ прямыхъ, расположенныхъ или не расположенныхь въ одной и той 
же плоскости. 

УП. Черезъ точку О, взятую на продолжеши д4аметра АВ круга, 
центръ котораго О, проводятъ сЪкущую ОММ/; требуется доказать, что 
произведее #19 5 МОО.иту 1/00 постоянно, какова бы ни была сЪ- 
кушая, проведенная чрезъ 0. 

УШ. Четыре прямыя ОР, Од, 00, ОВ, выходяшия изъ одной и той 
же точки, пересЪчены сЪкушею РАОВ; доказать, что отношене 7 . т 
есть постоянное число. 

ТХ. Четыре плоскости ОР, ОА, 0%, ОВ, проведенныя чрезь одну и 
туже прямую О, встрЪчаются съ сЪкущею РАОВ; доказать, что отношен!е 


= : &4 есть постоянное число 
РВ‘ ОВ 
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Хх. Найти площади правильныхъ многоугольниковъ о я” сторонахъ, изъ 
которыхъ одинъ вписанъ въ круть а другой описанъ овОдо а ра- 
дусь которато равенъ 7, въ функщяхъь я иг. Вывести отсюда извЪетныя 
соотношешя между плошадями правильныхь вписанных и описанныхъ 
многоугольников о пи 2% сторонахъ. | 

ХГ Если треугольникь АВС (ем. фиг. п 68-го) прямоугольный при 
А и если опустить перпендикуляръ АЛ на сторону ВО то, какъ извЪетно, 

АВ? ВО 
имфемъ ще = ав 
шен!е, если уголь А не прямой? 

ХИ. Локазаль, что если биссектриссы двухъ угловъ треугольника рав- 


к 
ны между собою, то и самые эти углы равны между со00ю. 


. Спрашивается, можетъ ли существовать это соотно- 
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СФЕРИЧЕСКАЯ ТРИГОНОМЕТРИЯ. 


Предметь сферической трионометраи. 


107. Сферическая тригонометря занимается рёшешемь сфери- 
ческихь треугольниковъ. 


Стороны сферическихь треугольниковъ, точно такъ же какъ и 
углы, выражаются вообще въ градусахъ, минутахъ и секундахъ; 
но, когда знають число градусовъ, содержащихся въ одной изъ 
сторонъ, то легко находятъ (п’48), въ случа надобности, отно- 
шене этой стороны къ рад1усу шара. 

Мы будемъ разсматривать только таке сферичесве треугольники, 
каждая изъ сторонъ которыхъ меньше 180 градусовъ, такъ чтоесли АВС 
будеть сферическй треугольникъ, построенный на, поверхности шара, 
центръ котораго находится въ 0, то, соединивъ эту точку О съ 
тремя вершинами, образуемь трегранный уголъ, котораго плосве 
и двугранные углы будуть соотвфтственно равны сторонамъ и угламъ 
сферическаго треугольника. 


Мы постоянно будемъ означать чрезь 4, В, С углы треуголь- 
ника и чрезъ 4, 0, с соотвфтетвенно противолежания имъ стороны. 


Соотлюшешя между уплими и сторонами сферическом треуюльника. 


Ра 


108. Соотношенмя МЕЖДУ ТРЕМЯ СТОРОНАМИ И угломъ.—Пусть данъ 
сферичесвй треугольникъ АВС (фиг. 28), построенный на поверхности 
какого нибудь шара, центръ котораго находится въ О и радуеъ кото- 
раго мы примемъ за единицу; предположимъ, что каждая изъ сто- 
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ронъ 6 и с меньше 90 градусовъ. Соединимъ центръ Ось трем 
вершинами, и проведемь къ дугамъ АВ, АС касательныя АО, 


Фиг. 98. 


8 л 
у 


АЕ, ветр5чающля продолженя радтусовъ ОВ и ОС соотв тетвенно 
въ точкахь Ди Е. ИмБемъ 


АЛ=ютде, ОГ==8есе, АЕ=ют90, ОЕ==8есф, 


РАЕ=А, РОЕ—а. 
Изь прямолинейныхъ треугольниковь ДАЕ и ОЕ находимъ 


РЕ?= АО? АЕ АО. АЕсоз РАЕ, 
РЕ?—=01?-- ОЕ?—200.ОЕсоз ОЕ, 


и, сравнивая между собою эти два значешя ОЕ”, получаемъ 


о. 0П.ОЕсоз РОЕ=(01*—АТ?)--(ОЕ— АЕ”) 
--2 АР. АЕсо8 ДАЕ, 


зесф зе с0; а=1- Нат те с08 А, 
или, наконець, умножая обЪ части на с056 005с, 
605 @==608% воз с-- 9% 56 608 А. 
Таково соотношен!е, которое существуеть между угломь А и 


‚ тремя сторонами. 


109. Мы полагали, что стороны 6 и с меньше 90 градусовъ, но 
формула, которую мы вывели, справедлива вообще. 


Въ самомъ дЪлЪ, предположимъ сперва, что с >> 90°, но 6 < 90°, и 
продолжимъ дуги АВ и ВС (фиг. 29) болышого круга до встрЪчи 


= 
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/ 
В . Л Ва 
ихь. ъ В’; если положимь АВ’=е’, СВ’=а’, то изъ треугольника 
АВ’С получимъ 


а ее 
608 @ —=6055 с086'--98%6 9%’ в08 В’АС, 


Фиг. 99. 


ее 


такъ какъ стороны с’и 6 меньше 90 градусовъ. Замфняя а’, с’и 
В’АС имъ значенями 180°—4, 180°—6 и 180°—А, и перемфнивъ 


_знаки въ обЪихъ частяхъ равенства, найдемъ формулу 


6054—6086 сохб-- 5% зльс с05 А, 
выведенную нами въ п° 108. 


Предположимъ теперь, что 6 >> 90°, с >> 90° и продолжимъ сто- 
роны АВ и АС (фиг. 30) до ветрЪчи ихъ въ А”; если положимъ 


Фит. 30. 


А 


ИИ [ве 
А’0—=®, А’В=е’, то изъ треугольника А’ВС найдемъ 
605 @==6050' 08 6’ 98% 6’ 5866’ в08 А’, 


и, замЪняя 6’, б’и А’ их. :. ; 
} А’ ихъ значен!ями 180°—6, 180°—е, А, опять 


` получимъ формулу 


6084—6056 с056--88%6 506 с08 А. 


Наконецьъ, такъ какъ эта формула справедлива, какъ бы ни были 
малы дополненя дугь 6 ис до 90 градусовъ, то можно изъ нея 
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заключить, что она еще справедлива и въ предЪлЪ, когда одна изъ 
сторонъ 6$ и с, или обЪ вмфетЪ, дБлаются равными 90 градусамъ. 


Изъ только что выведенной нами формулы, при посредетвЪ про- 
стой замфны буквъ, выводимъь дв друг!я подобныя же формулы. 
Такимъ образомъ, имфемъ три равенства: 


605 а==6086 6086-55 5% 005 А, 
(1) 086—608 @ с086 8% а 516 605 Б, 
6086—0084 6056--5т4 506 605 С, 


которыя слфдуетъ разсматривать, какъ основныя формулы сфериче- 
ской тригонометр!и. Въ самомъ дфлЪ, между элементами сфериче- 
скато треугольника не можетъ существовать соотношеня, не вытекаю- 
игаго изъ предыдущихъ; такъ какъ, въ противномъ случаЪ, исклю- 
чая изъ него, при помощи формулъ (1), углы А, В, (С, получимъ 
не тождественное соотношенше между тремя сторонами, чего быть 
не можетъ. Но можно изъ соотношений (1) вывести мног!я другя фор- 
мулы, которыя необходимо знать и которыя мы теперь выведемъ. 
110. СоотношЕинтя МЕЖДУ ДВУМЯ СТОРОНАМИ И ПРОТИВОЛЕЖАЩИМИ 
углами. — Чтобы получить соотношен1е между сторонами а, 6 и углами 
А, В, достаточно исключить с изъ двухъ первыхъ равенетвъ (1); 
это исключен!е можеть быть произведено весьма просто, еели въ 
равенствахь (1) синусы угловъь А, В, С замБнимъ ихъ косинусами. 


Первое изъ равенствъ (1) даеть 


6084—6080 6086 


08 А— —— 
5906 340 в 


) 


откуда 
эй 9т?6—(6084—6080 0086 )* 
88176 вт? в 


51? А—1-—608* А = 


__ (—6086)(1—608°)—(в08а—608% 6086}? 
о 8126 ят?е 


1—608'4— 6055 —08?с--2608@ 6086 608 С 
80126 8812 


7 


и, слЪдовательно, 


881? А 1—608°а— 6056—6082 08 а 6086 6086 
зи ^— эт? а, 9т?ь тов 
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. РА * : 
Это значене и не измьняется, когда сд$лаемъ перестановку 


буквъ @, 6, с; отсюда слФдуеть, что уравненя (1) дадутъ одни 

: 81? В 81? О 
и т$ же значеня ДЛЯ И ДЛЯ 
ве, которое имфемъ въ виду, совершится само собою. Наконецъ, 
такъ какъ углы и стороны треугольника менЪе 180°, и, слЪдовательно, 
ихъ синусы положительны, то находимъ 


; слЪдовательно, исключе- 


тА эт В __ 9% 0 
(2) И 
807 а т 8816 


послдн1я два равенства выражаютъ сл дующее предложене: во вся- 


‘комь сферическомь треуюльникь синусы уловь пропориональны си- 


нусамь противолежащихь сторонь. 


111. Соотношинтя между пятью элемЕнтАМИ.— ели возьмемъ зна- 
чен1е косинуса, даваемое однимъ изъ уравнений (1), и подставимъ въ 
два другя уравненя, то получимъ весьма полезныя соотношеня 
между пятью элементами. Напр., если подетавимъ въ первую изъ 


формулъ (1) значене с05с, даваемое третьей, то будемъ имЪть 


605 Ч—608 (4 608?6-— 


5010 4 981% 6 6056 60$ С---58 6 ут с05 Л; 


перенося первый и второй члены изъ второй части равенства въ 
первую, зам$няя 1—605° чрезъ 56 и затЪмъ дЪля на 50, по- 
лучимъ 


08 @ 810—914 6086 с05 О=ЕЯ тс с05 А, 


а пять другихъ подобныхь формуль выведемъ посредствомъ пере- 


становки буквъ, такъ что будемъ имЪть сл5дующую систему: 


| с0за з— 1 608 608 С-З 008 А, 
6086 514—586 с08 @ 608 (СЕ 0$ В, 
605% 816—506 с056 605 АЕ 608 В, 


— 
©> 

— 

——— 


056 5810—5116 6036 с05 Ата 608 С, 


6086 5114—8116 608 @ 608 ВЕЕЗТЬ 60$ С, 


| 605 5116—5141 @ 6086 с08 ВЕЕЗТЬ с08 А. 


Эти шесть соотношен!й однородны по отношению къ а, 86, 
5%с; слЪдовательно, можно замфнить эти синусы пропоршюнальными 
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имь синусами $%А, 5%В, эт (С, и, такимъ образомъ, получимъ 
шесть новыхь слфдующихъ формулъ: 

соза т В—6056 с08 О зт А=со8 А. 5% С, 

086 5т А—608 а 608 О зт В==008 В т С, 

086 т (—6036 в03 А зт В==005 Б зт А, 
(4) созс т В— 608 с08 А зт О==608 С зт А, 

086 т А—603 а 08 В т О==00з С зт ВБ, 

с05 а 1 0— 056 00$ В т Ао; АзтБ. 


112. Соотношенгя МЕЖДУ ДВУМЯ СТОРОНАМИ, УГЛОМЪ МЕЖДУ ЭТИМИ 


СТОРОНАМИ И УГЛОМЪ, ПРОТИВОЛЕЖАЩИМЪ ОДНОЙ ИЗЪ НИХЪ. — Мы полу-. 


чимъ одно изъ соотношенй, о которыхъ идеть р$чь, если возьмемъ 
два изъ уравнешй (1) и исключимь изъ нихъ сторону, противоле- 
жашую одному изъ угловъ, которые въ него входятъ; но, такъ какъ 
эти два уравнен!я заключаютъ кобинусъ и синусъ стороны, о кото- 
рой идеть р®чь, то упрощаемъ вычиелешя, пользуясь формулами (2), 
позволяющими исключить посл$довательно косинусъ и синусъ. 
Первая часть этого исключеня была произведена въ п 113. 
поэтому, для получевля искомыхъ соотношенй, остается только 
исключить синусъ, который входить во вторую часть каждаго изъ 
уравненй (3), при посредетв® той изъ формулъ (2), которая заклю- 
чаеть въ себф только тЪ же элементы. Напр., если раздфлимъ пер- 
вое уравнеше (3) на 
56 т А 


27% @ — о 
.. т С 


7 


то получимъ 
софа т —с086 с08 О=е0Ё А эт С; 


это и будетъ одно изъ искомыхъ уравненЙ; изъ него можно полу- 
чить пять остальныхь посредствомь перестановки буквъ. Такимъ 
образомъ имфемъ систему 
( софа зт—в0Е А т О==608% 608 С, 
606 зта—с0 В т О==е08 4 608 С, 
016 тс —6с08 В т А=с086 608 А, 
(5) 1 сос зи -—60 О т А==е08 08 А, 
софе ята— со О эт В==6084 с0$ В, 


| СО 941 6—60 А эт В=е086 с08 В. 
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113. Соотношентя между сторРоною И ТРЕМЯ УГЛАМИ. — Мы полу- 
чимъ соотношен1е между а, А, В, (С, исключивъ 6 и с изъ оенов- 
ныхъ формуль (1); но того же результата можно достигнуть гораздо 
легче, воспользовавшись формулами (4). Такимъ образомъ, исклю- 
чивъ 6086 изъ двухъ первыхъ уравненй (4), получимъ формулу 


605 А= —6с08 В с08 О--зт В т О с08 а; 


двЪ друтя подобныя формулы получимъ посредствомъ простой пе- 
рестановки буквъ, и тогда будемъ имЪть послфднюю систему: 


Г 605 А— — 605 В с05 О-- зб В 50% С воза, 

(6) 05 В= —605 А 008 0--5т А 5% О с08Ъ, 
а к в 

05 (= —605 А со; Вт А т В 086. 


8) ях пы . © 7. 

ЗАМБЧАНЕ.-—Каждое изъ уравнешй (1), (2), (5), (6) заключаеть 
въ себф только четыре элемента; всфхъ ихъь пятнадцать, т. е. 
число ихъ равно числу сочетав!Й изъ шести буквъ по четыре. 


О пополмиипельномь треуюльнийть. 


114. Извъетно, что каждому сферическому треугольнику соот 
вътетвуетъ второй треугольникъ, который называется молярнымь 
или пополнительнымь треугольникомъ. Вершины одного изъ двухъ 
треугольниковь будуть соотвфтетвенно полюсами сторонъ другого, 
и углы каждаго изъ нихъ будуть пополненями сторонъ другого. 


Раземотр$в!е пополнительнаго треугольника часто бываеть по- 


лезно въ сферической тригонометри. Напр., получивъ основныя 


формулы (Г) п’109 и приложивъь ихъ къ треугольнику пополни- 
тельному относительно даннаго, мы получимъ немедленно формулы 
(6) п’113. Въ самомъ дЪлЬ, достаточно для этого замфнить &. 6 
с, А, В, С соотвЪтетвенно чрезъь 180°— А, 180°— В, 180°— С. 
180°—&, 180°—%, 180°—с. 


То | 
чно такъ же мы получимъ формулы (4) п’111-го, прилагая 
формулы (3) къ пополнительному треугольнику. Что же касается 


до другихь полученныхь нами системъ, то онф не приводятъ ни 
въ какой новой формул. 
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Покажемъ еще здЪеь на одномъ прим р тЪ преимущества, ко- 
торыя можно извлечь, введя въ разсмотрЪне пополнительный треуголь- 
никъ* Обозначимъ чрезъ # постоянное отношенше, которое существуетъ 
между синусомь угла сферическато треугольника и синусомъ про- 
тиволежащей ему стороны. Мы нашли (110) соотношенше 


1—608'а—608*6— в08?с--2008@ 608% 6086 


Ар ани : 
и — Эа, зат? вт? 


> 


которое можно написать Ттакъ: 


9605 @ 086 с086={®#— 1)? а т? те 
—- 0081—8876 те )-|-с08?6 0536; 


всЪ члены во второй части этой формулы положительны, если 
й>>1, 
откуда вытекаеть слБдующее предложене: 


ТЕОРЕМА 1.—Исли в5 сферическом» треуюльникь общее значенае 


.. %А этВ 5т0 б 
| -—,——, —— больше или равно единиц, то или три 
ИИ та 7 ят0 ? тв Р Ч, 


стороны меньше 90 зрадусовь, или одна только сторона меньше 
90 зрадусовь. 

Прилагая эту теорему къ пополнительному треугольнику, полу- 
чимъ сл5дующую: 

ТеоРЕмА П.— сли в сферическомь треуюльникть общее значение 


.. ПА эт В тс 
1 —, ——,— меньше или равно единиць, то или 
вы па’ тб” зе Г. г 


три бла больше 90 зрадусовь, или одинь только уюль больше 
-90 зрадусовъ. 


Формулы, относяиияся къ прямоуюльнымь треуюльникамь. 


115. Если сферическй треугольникъ имЪеть только одинъ пря- 
мой уголъ, то противолежашая сторона называется ииютенузою. 


Если положимь А=90 градусамъ въ тЪхъ изъ формул п?° 109, 
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110, 112 и 113, которыя содержать уголь 4, то получимь елЪ- 
дуюцйя, относяц1яся къ прямоугольнымъ треугольникамъ: 


(1) 08 @=6086 05; 
Г 506 —5тазт В, 
2 мамы 
(2) | 80. 6—8 @ 5% (; 
196—194 0$ (, 
196—194 с08 В, 
_ (3) | 


итЧб=5тс пд В. 
96—50 тд С; 


608 @=60 В с0Ё С. 
(4) } 608 В==с086 эт С, 
| 608 О—=созсзт ВБ. 


Каждая изъ этихъ десяти формулъ содержить въ себЪ только 
три элемента; число ихъ въ точности равно числу сочетай изъ 
пяти буквъ по три. 

Уравнене (1) выражаетъ, что 

БВ прямоуюльномь сферическомь треуюльникль косинусь зитоте- 
музы равень произведению косинусовь двухь друиить сторонъ. 

Отсюда слБдуеть, что косинусы трехъ сторонъ будуть или по- 
ложительны или что два изъ нихъ отрицательны; слфдовательно, 

Бо всякомь прямоуюльномь сферическомь треуюльникь или вс 
три стороны меньше 90 зрадусовь, или только одна изъ этить 
сторонь меньше 90 зрадусовь. 

Уравнене (2) выражаетъ, что 

-Во всякомь сферическом» треуюльникь синусь одною изъ кате- 
1овь равен синусу зитотенузы, умноженному на синусь противо- 
лежало ла. 

Два первыя уравнен!я (3) выражають, что 

-Бо веякомь прямоуюльномь сферическомь треуюльникь тан- 
зенсь одною изъ катетовь равень тиименсу итотенузы, умножен- 
ному на косинусь прилежащиело пла. 

Два послБдая уравненя (3) выражаютъ, что 

Во всякомь прямоуюльномь сферическомь треуюльникль татленсь 
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одною изь катетовь равень синусу друшио катета, умноженному на 
толенсь пла, противолежалилю первому катету. 

Отсюда слфдуеть, что тангенсъ косого угла иметь тоть же 
знакъ, что и тангенсъ противолежащей стороны; и, слЪдовательно, 
эта сторона и этоть уголь будуть или оба больше, или оба меньше 
90 градусовъ. 

_ Первое изъ уравненй (4) выражаетъ, что 

Во всякомь прямоуюльномь сферическомь треуюльникь коси- 
нусь зитотенузы равень произведению котанленсовь двухь косых 
узлов. 

Наконецъ, два послёдния уравнешя (4) выражаютъ, что 

Во всякомь прямоуюльномь сферическомь треуюльникть косинусь 
одною косою зала равенъ косинусу противолежащей стороны, умно- 
женному на синусь друюю *осою ула. 

116. Предыдущая формулы могутъ быть преобразованы въ дру- 
мя, весьма полезныя для вычислевй; покажемъ это. 


605 4 
Формула (1) даеть с086= р; кромЪ того имЪемъ 


—5608 6 
а НУ 


слфдовательно, 


поте не = НУ ивуи--Оваиа-Е 


608 06-608 &а 


почему, формулу (1) можно замЪнить одною изъ двухъ слЪдующихъ: 
[ плозе-= НУ итуа--Фумта-), 
| #т916= Ум 91 (а вуют9 Ка-Ео). 


— 
< 
`— 


зат 
Первая изъ формуль (2) даетъ 54= у › кромЪ того имфемъ 


1-- 9% а 


119 (45 1 а)= ай 


слЪдовательно, 
ко ит зв ВЕят в/о СВ- итак В 0) , 
м УЕ В т (В) ’ 
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почему формулы (2) можно замфнить двойною формулою 


в ту СВЕ) _ =.) / 93 (Се) 
ито В—5) 9191 (С—с)` 


И, 
5 и какъ изъ формулъ (2) первая не изм нится, когда въ 
сдвлаемъ перестановку буквъ аи В, а вторая, когда сдф- 
лаемъ перестановку въ ней буквъ аи (0, то будемъ также имфть 


#451 В) == \/ ту (а-5) 
2 о 
ту (45° --} д==\/ ту (ао) 


| #т91 (а—с) ` 


Первая изъ формулъь (3) даетъ воз (— ®9Ъ. 
туда ? 


#191 (= - 608 С 
| | И 
слфдовательно, 


| тов в 
тд 1 О=- 9а—1т4 (а—5) 
\у вату ат ау э(а-5) 


(3) замфнить двумя 


; кром$ того имфемъ 


такимъ образомъ, можемъ двъ первыя формулы 


слЪдующими: 
т9т (= 3#(а—56) 
(8) 7 т (а--ь)’ 
ит ев т(а—с) 
— Я. 


Третья изъ формуль (3 с — 29108 
фор у ( ) даетъ а, кром$ того имЪемъ 


слфдовательно, 
гит 6) = =\/ вату В-тоь _ [ЗВЕНО 
тд Вт 3 (В—$5)’ 
10 


1—5’ 


#099 (45°--- 1 в)== = т 
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однозо изь котетовь равен синуеу друаио катета, умноженному на 
тоиленсь ла, противолежалиалю первому колпету. 


Отсюда слфдуеть, что тангенсъ косого угла имфеть тоть же 
знакъ, что и тангенсъ противолежащей стороны; и, сл5довательно, 
эта сторона и этоть уголь будуть или оба больше, или оба меньше 
90 градусовъ. 

_ Первое изъ уравневй (4) выражаетъ, что 

Во всякомь прямоуюльномь сферическомь треуюльникь коси- 
нусь зитотенузы равень произведению котанленсовь двужь косыль 
у3л065. 

Наконецъ, два послёдния уравненя (4) выражаютъ, что 

Во всякомь прямоцюльномь сферическом треуюльникть косинусь 
одною косою ла равень косинусу противолежащей стороны, умно- 
женному на синмусь друюю косою ума. 

116. Предыдущая формулы могутъ быть преобразованы въ дру- 
мя, весьма полезныя для вычисленй; покажемъ это. 


608 4 
Формула (1) даеть с086= р; кромЪ того имЪемъ 


— 6086 
О Ин 6 


слЪдовательно, 
0860—6084 __ 
Е а -- РУ юп91 (ив): (а- Е), 
почему, формулу (1) можно замфнить одною изъ двухъ сл$дующихъ: 


[ шпозе—= РУ мно Биту а), 
| #т910= У 91 (а— тд ао). 


ь а О Г 1 
Первая изъ формуль (2) даетъ 5та= „вн, кромз того им емъ 


га 1-Е 
т (45° 3 а) = =\/ та › 


селЪдовательно, 


до о за ВЕяйь =\/ тя В-О), 
И т } р > \/ В—зт0 _ т (В) ’ 
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почему формулы (2) можно замфнить лвойною формулою 


ту (ВЬ-Ь) _ ато ( (0-е) 


(6) 19%9(45°-1а)= = 
ит (В—5)  ^ \ № (6% ` 


И, так 
т ъ какъ изъ формулъ (2) первая не измфнится, когда въ 
сдвлаемъ перестановку буквъ ви В, А вторая, когда сдЪ- 
таемъ перестановку въ ней буквъ ди (; то будемъ также имфть 


ту (45° В) \/ #93 (а) 


(1) 9141 (4—5) 
#19 (45° 1 ()= = т9 $ (а) 
- #101 (а—в) ` 
Первая изъ фо по 
формулъ (3) даетъ 08 О т са; Кром$ того имфемъ 
тт = а 
* Г п. 1--с0з С? 
сл$довательно, 


Г4апда— в 
туз О - 9а—1т95 #(а—$) 
\У вату а--т9ь — — э(а-6) ; 


так 
кимъ образомъ, можемъ двЪ первыя формулы (3) замБнить двумя 


слЪдующими: 
[ 
итд (= зи (а—6) 
(8) — ие т(а-- 5)’ 
к ну 


Третья изъ формуль (8) даеть 56— м 


#19 (45° Я СЕ . 


; кром$ того имфемъ 


1—5т%6’ 
слфдовательно, 


дата = ВЕ, ГАС 
тд Вито — (В) 
10 


Серре. Тригонометр]я. 
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почему, дв послфдыя формулы (3) можно замфнить двумя сл$- 
дующими: 


[т (В-ЕВ 
$19 (45° 16)= = МЫ, 
(9) = 
_| шбечния УС 


Первая формула (4) преобразовывается въ слфдующую: 


С `1—605а оз 5% В т (С—603 В с08 С 
ие 1-Е о0за ту 5т В зт С--008 В с08 С” 


Или 
ео с05(180°—В— С) 
(10) тол а= -- у р 
Наконецъ, дв послфдея формулы (4) дають 
Е 03 В ое: 90 С 
РР" оо — ©03(90°—В) 


откуда 
| ый п т Пина) 
теор) 


И, такъ какъ дв послВдн!я формулы (4) ие изм$няются, если 
замфнить въ нихъ каждый изъ элементовъ 6 и С или си В допол- 
ненемъ другого, то также будемъ имть 


пилу (45) = Уз ВЕ, 
#19 (45°-1 В)= =У сон (С-Е ово (0—5). 


(12) 
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Формулы, относящияся ®5 прямостороннимь треуюльникамь. 


117. Сферическй треугольникъ называется прямостороннимъ, 
когда одна изъ его сторонъ равна 90 градусамъ. Треугольникъ по- 
полнительный такого треугольника, очевидно, будетъ прямоугольный, 
и, слфдовательно, формулы, относяпуяся къ прямостороннимъ тре- 
угольникамъ, могутъ быть выведены изъ формулъ, относящихся къ 
прямоугольнымъ  треугольникамъ, но эти формулы получаются 
также легко, если положимъ а—=90 градусамъ въ т$хъ изъ об- 
щихъ формуль, которыя содержать сторону а. Поступая тфмъ или 
инымъ способомъ, находимъ десять формулъ: 


(1) 608 А— — 60$ В с0з С; 
51 Вт А 5тб, 
(2) 5% С==5т А тс; 
то БВ== — 19 А с05с, 
ап9 (= —ют9 А 0086, 
тд Вт С тб, 
19 О=5т В $196; 
608 А= — 60% софс, 
6086 —60$ В тс, 
605 © —608 С 9тф. 


( 

(3) | 

(4) | 

Эти формулы можно подвергнуть преобразоваямъ аналогич- 

нымъ съ тфми, которыя мы выполнили въ п°116 для прямоуголь- 

ныхъ треугольниковъ; мы вернемся къ этимъ преобразованямъ при 
р$шени прямостороннихъ треугольниковъ. 


Употгребленяе вспомонительныхь узлов въ сферической трионометураи. 


118. Общёя формулы п”110, 112 и 1138 не удобны для лога- 
риемирован1я; но ихъь можно сдфлать удобными, воспользовавшись 
для этого вспомогательнымъ угломъ. ДЪйствительно, каждая изъ 
этихь формуль будеть вида 


(1) РЕМ соза-- Мэтоа, 
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тдЪ а обозначаетъь одинъ изъ шести элементовъ, а М, №, Р 0боз- 
начають одночленныя функщи тригонометрическихь ливЙ трехъ 
элементовъ, отличныхъь отъ а. Если обозначить чрезъ ф такой вспо- 


могательный уголъ, чтобы 


(2) #тдФ = - 


? 


и если въ формул (1) замфнить № чрезъ М ют, то она при- 
метъ видъ 


(3) Реоз®=—Мсо5(#—$). 


Отеюда слБдуетъ, что, если введемъ новый элементь х, то фор- 
мула (1) можеть быть замфнена системою формуль (2) и 3), каж- 
дая изъ которыхъ удобна для логариемированя. 


ВпослВдетви мы увидимъ, что введене этого вепомогательнаго 
угла х равносильно разложеншю даннаго треугольника на два прямо- 
угольныхъ или на два прямостороннихъ треугольника при помощи 
дуги большого круга, проведенной изъ вершины къ противолежа- 
щей сторонЪ. 


Обийя формулы удобныя для лошриемировелия. 


119. Преобразовывая и комбинируя между собою обийя фор- 
мулы п°109 и сл5дующихь, мы получимъ новыя, удобныя для 
логариемирован!я формулы, весьма часто употребляющияея при р%- 
шени задачъ сферической тригонометрии. Мы займемся здЪсь этимъ 
преобразоващемъ. 


Основная формула 


6089—6086 608 с--8%6 516 с08 А 


даетъ 
6089—6080 6086 

с08.А о х 

800 зв : 


подставивъ это значене с0о5А въ формулы 


И 
энАИ 1-—608 А. я и Г Нов А 


Э 
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получимъ 
а зб т. с--608% 608«—6в08а __ и: `608(6—в)—в08а 
АЗрНыЯ 9 56% 6 зе. Те 9 54% 6 0 в 
. а—-б-1е.а а 
5% Ех 51 ыы 
2 2 
ый 89%6 561 в ; 


6081 а=/ 608& 6080 08 6-- т тв и и в08@—608(®--6) 


2516 3471 6 25206 840 в 


ао. 


ыы ть 58% в ны 
При посредствЪ простой замфны буквъ получимъ аналогичныя 
выражешя для синусовъ и косинусовъ угловъ {В и 10. Такь что, 
если обозначить для краткости периметрь а16-с чрезь 2р, то 


будемъ имЪть 
эт ны и 8 (р— 6) (р —в) 


89% 0 50% 6 ? 
(1) | тт Ри" эра) т(р—с) 
891.4 80 6 1 
31 0 =/* ви (р—а)зи(р—0) , 
( _ таять. * 
И 
Г с Е зи р—а) 
ть те 
(2) 205 В ту тр Ц рЫ— —5) 
тазте ' 


59 а 06 


084 ( = #2 этр эт (ро) 


Наконець, дфля формулы (1) соотвЪтетвенно на формулы (2), по- 


лучимъ 
тат 9 1 А— 3 (р—6) в (р— с) 5 (р же с) 

- тр т(р—а) ` 
о лв ЕЯ 


5тфр т(р—6) 


5т(р—а) т(р—5) 
тр т (р— 6) 
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Во всЪхъ этихъ формулахъ корень долженъ быть взятъ со зна- 
комъ —-, такъ какъ тригонометричесвя лиши острыхъ угловъ — 


121. Формулы ДелАМБРА.—-Изъ формуль (1) и (2) выводимъ 


8т(р—5) / /зтрзт(р—в) _ _ 8т(р—5) 
$ 5 Е, 
+В, +0 положательны. т 46055. Б В ЕЕ 8 ый 
120. Обозначимь чрезь е сферический избытокь треугольника = 5 д _ я 8т(р—а) зтр вт (р — — э — . м >. ы 
АВС, т. е. уголь А--В--С—180°; углы треугольника пополни- 8тс Зета, 80т 8 тс р) 
тельнаго относительно АВС будуть 180°—а, 180°—6, 180°— с, соз 1 Асз1 ВР ЕТ 2) тр 1 тс, 
тогда какъ стороны того же треугольиика будуть 180°— А, 180°—В, тс 87а 86 те 9 


180°—0; полусумма этихъ трехъ сторонъ будетъ 180 °—41е, Отсюда 
слдуеть, что если хотять примфнить формулы (1), (2), (3) въ 
треугольнику пополнительному относительно АБС, то достаточно 
замфнить А, В, С, а, 6, вси р пополнешями а, р, Е, В, ©. 
и 1е. Такимь образомъ получимъ девять сл$дующихъ формулъ: 


——__5м ) 
507.6 аа , 


Е ие 5т(р— 6) 8т (р—а) т(р—5) _ т(0—6в). 
{4 2 и: 2 с Е: ‚ та ть У Ха 50, 


отсюда получаемъ 


5% А с05}.В == 005} А т} В — 8 р— 6) =5т(р— а 


ы : воз 0. 58% 
вина = СЯ | 605}. А 6051 ВЕзиЬА т В _ этрезт(р—6). 
| 9% В зт 0 НИ зы ыи 
иле 5% В+ 
(4) 36 = \ ре. ан : но, кромЪ того, имфемъ 
а — 9 е т ((— зе %(С— 4). 5 (р—6)--5т(р-а)=2 5% 5 С сз (#—5), 
и Аз В ’ у ! 
3% (р—6)—5т (р—а)=2 0$ 5 68% # (а—5). 
| Е ВЕН 12) 5% (0—е) аи 
и т В т С : 5тр--зт(р—в)=2 008 5-с эт 5 (а-|-5), 
(5) 081 = р Ее СЕНО $тр—3т(р—с)=2 эт 5 6605 1: (ев), 
3% А 51 
Е т(А—1е) зв (В—е) 5816=2 5 5. 6 608 т 
а т А т В слфдовательно, 
и 514(А--В) _ с08(а—5) 
к и ине и (А—1е) _ 6081 С 60516 ‘ 
У а (В—1е=) 5%(0 — 4)’ 5 (А—В) _ 5 (а— 5) 
АЕ рака 60810 — вме ’ 
а 54е зт(В—4е) _ (7) 
(6) ] 019% = ЕЕ =)’ 053 (А--В) __ в083(а--5) 
зе т (С—1е) И тю 


1009 1с = А+) зи (В—$) . со (А—В) _ __ зи (а--5) 


510 — змие _ 
2 
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Эти формулы заключають въ себЪ шесть элементовъ треуголь- 
ника; онф были найдены Деламбромъ, который еще въ 1807 г. по- 
мЪетиль ихъ въ Соймайззатсе 4ез Тетуз на 1809 г. (стр. 443). 
Гаусъ, которому ихъ иногда приписываютъ, предложиль ихъ только 
двумя годами позже, въ сочинени озаглавленномъ: 77607 710$ 
согрогит сойезтит т зесйотФиз сот Зет атметйит. 


122. Формулы Нэперл.—Если первое изъ уравневй (7) раздё- 
лить на третье, второе на четвертое, потомъ четвертое на третье 
и второе на первое, то найдемъ слфдуюция четыре: 


[ 


ее 00-8 
т (А--В)==0ф-5: © та, 


1 1 „5®(а—5) 
тд —(А--В)==е0- ОА 
г. о. ай 
в 228 (А—В) 
ИИ -- 6) = Юм — - 
95 5 (4 о 95 КАР В), 
т 3 (а— В) 
И) а —6)=1 лев 
9 — 109 т А-ЕВ) к 
Уравнения эти (8) извЪстны подъ именемъ формуль Нэпера; 
каждое изъ нихъ выражаеть соотношен1е между пятью элементами 
сферическаго треугольника. 


123. Изъ формулъ (7) выводимъ 
0816—6051 _ воз Ка —6)—зт (А-- В) 
60516-60510 воза )-Еят (А-В) 
эта Овес _ со (А—В)—зтКа--0) 
тт О-Рвтае 081 (А В) та) 
6051 0—т4с _ этКА—В)—эт(а—5) 
сот О ие эт КА—В)-ЕзтКа—5)’ 
5 О--соз1е _ — 608 (А-В) сов (а--5) 
в О- сое — со КАТ В)-Рооз (а) ` 


Если, для краткости, положимъ 


А В=5-Ё180°, А—В=П, 
а--6 =$--180°, а—6=а, 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 158 


то, преобразовавь предыдуния формулы при помощи способа 1° 18, 
найдемъ 


тд <= тд —— ее — #т9 —— —— йт9 —— = 
6) а 6 р —2 
| ит9 = 60 1 — пд " 
и 
09 (45° т. 0 (45° Г: = та 2 а вы ре : 
(10) 
ат (45° ее. —- итд (45° ЕР = о А ету эы, 
изъ послфднихь формуль (9) и (10) получимъ 
тд НЕ = = | —— Я ту 5 —— И. г В: — Г 
(11) к 
тд Ее Ее И» тд ри то 60$ ЕЕ 0% = . 
И 
9 (45° -—— т = ‚ тор 60$ пов РЕЯ ог Эту А 
(12) 4 4 


тд (вече) = Ио у бов Анту р 


Во второй формул (11) и въ первой (12) корень долженъ быть 


(--е 


0—с 
взять со знакомъ --, тажъ какъ дуги и 45°—- —_— заключа- 


ются между 0 и 90 градусами, почему ихъ тангенсы положительны. 
Въ двухь другихь формулахъ знакъ корня опред$ляется легко; въ 


(—с 
самомъ дЪлЬ, 19 — т ^имЪетъ тотъь же знакъ, что и вторыя части 


формулъ (9); точно такъ же 19 (45°-- т имЪеть тоть же 


знакъ, что и вторыя части формуль (10). 


Различныя выраженя для сферическою избытка. Новыя формулы. 


124. Сферичесвй избытокъ, которымь какъ извфетно, измфряется 
площадь сферическаго треугольника, есть элементь весьма важный 
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въ приложеншяхъ тригонометри къ геодезш. Мы выведемъ здфеь 
различныя новыя формулы, заключаюнйя этоть элементь, которыя 
могуть послужить къ вычисленю его въ тфхъ разныхь случаяхъ, 
которые могуть представиться. 


Если перемножимъ между собою два первыя уравнен!я системы 
(4) п’120, & также и первыя два изъ системы (5), то, раздфливъ 
полученныя уравнен1я на третье уравнене (5), получимъ 


таз _ зе 
Ч) 60816 — 500’ 
1 ) : 
- 6051460516 _ зт(С—{е). 
60516 т (0 
складывая эти два уравнен1я, предварительно умноживъ ихъ соот- 
вЪтетвенно сперва на с05 С и 1, потомъ на 1 и 608(, найдемъ 


08+ @ 6081 6-0 а т 1 080 
60816 


—=6054е, 


(2) 


51 3%} 9-—|-2084 4 60846 605 С 
60516 


—608((—е); 


раздзливъ первую и вторую формулу (1) соотв тственно на первую 
и вторую формулу (2), будемъ имЪть 


т дас 09} 4 01936 8% С 
Е — Наму1 4191916 00$ С° 
(3) а с011 а с0 1 9% С о 
1--с0#1 а с016 с0$ С 


Первая изъ формулъ (3) даеть сферический избытокъ въ функ- 
ци двухъ сторонъ и угла между ними; первыя формулы каждой изъ 
системъ (1) и (2) также доставляють выражен!е для сферическаго 
избытка; но это выраженше зависитъ оть четырехъ элементовъ. Сл$- 
дуеть замфтить, что об формулы (3) ничто иное, какъ формулы, 
преобразованныя изъ первой формулы Нэпера, а именно: 


6081 (а—6) . 


тот (А--Б)=есон С воз (а 8) : 
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въ самомъ дфлЪ, если замфнимъ ——_ чрезь 90°—((0—=), то 
найдемъ формулу 


(4) #9194 (С—=)=т91 0 о м 


изъ которой легко выводимъ обЪ формулы (3). 


При посредств$ уравненй 


эви О-озй сов 0 ЗУ Эр ради ВнщрЫ 
па тб 


* 


6036—6034 086 
$1 а ть 


воз (= 


можно исключить изъ формуль (1) и (2) уголь (С; такимъ образомъ 
получимъ 


Ия»: р ят(р—а)т(р—5)5( р). 


а - 260544 60546 08} 
? Узтрзви (раз(и (р—0) 
1 5т р зи(р—а)и(р—56)т(ры—с 
и 5$ 
и 2511 а 3116 с0816 
и 
08° 1а—-с05?46-—-608° 1 6—1 
60$1е —= : 
(6) 26051 @ 60816 ©0816 
22 221 т РКХ 
ва ат? 16--с0816—1 


25814 516 60516 
Формулы (5) и (6)`дають выражеше для {е и О-—4е въ функции 
трехъ сторонъ, но можно получить друя выражен{я, которыя зна- 
чительно проще. 

Посредетвомъ формуль (6) и соотношенй 


инитрадьни, нииищныя 
$ = у ‚ 60811 = т 


можемъ вычислить сннусы н косинусы угловъ 1е и 1С—1е; такимъ 
образомъ, для угла 1е получимъ 


й 


т ви 1 — (0846—0851 60816)? 
51 —= 
460814 60516 ©0816 


с08}е = У (с083с--0084 а 0316) — 5? та зап? 16 
46051 @ с0816 60846 
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Числители дробей, находящихся подъ радикалами, легко разла- 
гаются на множителей, и мы имфемь слБдующйя значевшя: 


р. 0—а. ю—5 ре ( 
1-98 т 
51-5 5% 5 ых. 5 5 
р 
д 6081 @ 60515 0816 
(7) ] 
О а ла 
608—608 608——608—— 
2 2 2 2 
Е = : 
ее 6051 1 С051 60510 


Перемножая уравнен1я (7), найдемъ первую формулу (5); двля 
же первое уравнеше (7) на второе, получимъ замфчательную фор- 


мулу: 


(8) ад 1 ев = и од- Р-Р бт атуР р 


которая принадлежитъь Симону Люилье (Зпаоп 1’НаЙШег) изъ Же- 
невы. 


Вторая формула (6) выводится изъ первой, если замфнимъ въ 
ней и ихьъ пополнешями 180°—а, 180°— 6, и е чрезъ 20—в; 
эти же самыя зам$ны можно сдЪфлать въ уравневшяхъ (7) и (8), 
которыя тогда опредЪлятъ синусъ, косинусъ и тангенсь угла 10— 
Но, если замфнимъ а и 6 чрезь 180°—& и 180°—%, то количества 


= и обратятся одно въ другое, тогда какъ каждое изъ ко- 


0 = 
личествъ 5 и ^^ обратятся въ дополнеше другого; слБдовательно, 


мы можемъ написать немедленно тригонометрическя лини угла 


10-4 и при посредств$ простой перестановки буквъ, будемъ имфть ' 


также тригонометрическая лини угловъ {А—1е и{В—1е. Сдфлавъ, 
‘напримфръ, въ формул (8) замБны, которыя мы только что ука- 
зали, найдемъ 
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=. 


Е #9 5: 
ит (Е А —1=)= 


9—5 т" 


009 "^ тд? ах 


(9) ту ($ В— 1) = — 
иту ту 


„— 


тут ито 
19 (10—1е) = Е: РВ 
1009 ть #9 м 


( 
Четыре уравненя (8) и (9) можно рЪ$шить относительно коли- 


2 р 8 
чествъ тд >. ; тут Г ту”, ту ‚ и тогда получимъ 


тд те 
т 9(-А— =) 9} В— 1е) 9 ($ 0-—1е)° 


о а 
а то 4А—1) 


#09 = == 


(10) ] 


м =. __  /0091=0190С —1е)ют9@ А—1е) 
ав #19(1 В—!=) ; 


ре 1е т ЖЕ ТВ 
рт ре ты \/ Фапд1=019( А уе) вт В 1) 


{ т (ЕС —1е) 


Выраженя для радиуса крупа опиваннаю и радусовь круювь впи- 
саннойо и извновписанныль. 


125. Если соединимъ три вершины сферическаго треугольника 
съ полюсомъ круга описаннаго, то получимъ три равнобедренные 
треугольника, которые будуть имфть основан!ями соотвЪтственно 
стороны а, 6, с. Обозначимь чрезъь д каждый изъ равныхъ угловъ 
въ томь изъ этихъ треугольниковъ, который имЪфетъ основане а, 
чрезъ у и 2 каждый изъ равныхъ угловъ въ равнобедренныхъ тре- 
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угольникахъ, которые иифютъ соотвЪтетвенно основан1я $ и с. Если 
полюсъ находится внутри треугольника, то будемъ имЪть 


у--2=А, 2-х=В, ау 0, 
откуда, 
а-ри--е=КА-ЬВ-- С) 90 уе, 
и, слЪдовательно, 
#—=90°—(А— =), 
у—90°`—{(В—$е), 
#—=90° —((—1е). 


Легко убфдиться, что эти формулы будутъ справедливы и для того 
случая, когда полюсъ не лежить внутри треугольника, если только 
условимся считать отрицательнымъ то изъ количествъ 2, 9, 2, ко- 
торое относится къ равнобедренному треугольнику, расположенному 
всецфло внф даннаго треугольника. 


ПослВ этого, обозначимь чрезъ Е сферический радтусъ круга, 
описаннаго около треугольника, соединимъ полюсъ этого круга съ 
вершиною А и проведемъ изъ того же полюса дугу большого круга 
перпендикулярно къ сторон с; такимъ образомъ образуется пря- 
моугольный треугольникъ, въ которомъ будемъ имФть 


нид Е с08#=НтдАс, 
откуда, замфнивъ 2 его значенемъ 90°—(С—1{=), найдемъ формулу 


тд с 


(1) ЕТ 


которая даеть В въ функщи стороны, противолежащаго угла и 


сферическаго избытка. 


Если въ ней замнимъ 5%(С—1е) его значешемъ, полученнымъ 
изъ второй формулы системы (5) п°124, то получимъ 


2 та 50 тс 


(2) тд В = уз = р ра) 8 р—5) эй (р—5) 


Наконепъ, если въ формул$ (1) вм$сто #916 подставимъ его 
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значен!е, выведенное изъ уравневй (6) п° 120, то найдемъ формулу 


А 
(3) итд В = —= Уз ее 
Уз (А —1=)58( ВЫ 1=)5(0— 1е) 


) 


которая даетъ выражене для В въ функщи угловъ. 


Формула (1) заключаеть въ себЪ доказательство слфдующей 
теоремы, которой мы обязаны Лекселю (ТехеП): 


Геометрическое мъсто вершиинь всъхь сферическихь треуюл- 
никовъ, имоющихь то же основате и ту же площадь, есть окруж- 
ность круш, которая проходить чрезь двь точки, баметрально 
противоположныя концамь основаная. 


Пусть .4’В’ будетъ данное основаше и 4”В’О—одинъ изъ тре- 
угольниковъ, которыхъ сферическй избытокъ имфеть данное зна- 
чеше =’; пусть Аи В будуть точки, дламетрально противоположныя 
точкамь А’и В’, и = сферичесый избытокъ треугольника АВС. 
На основан извЪстной изъ геометри теоремы, сумма плошадей 
двухъ треугольниковь АВС и А’В’С равна площади двусторон- 
ника, котораго уголь С; слЪдовательно, будемъ имфть 


г--='/=2(, откуда 1е’==О-—1е. 


Теперь, если В обозначаеть радтуеъ круга, описаннаго около тре- 
гольника АВС, то по формул (1) имфемъ 
р 


1 
#9 В = Но : 


$8 1Е 


и такъ какъ си = постоянны, то и В будетъ постоянно, что и 
служить доказательствомъ теоремы. 


126. Обозначимъ чрезъь 7 радйусъ круга, вписаннаго въ сфериче- 
с&Й треугольникъ. Если соединимъ полюсъ этого круга съ вершиною 4 
и изъ него же опустимъ перпендикуляръ на сторону 6, то составимъ 
прямоугольный сферичесый треугольникъ, въ которомъ одинъ изъ 


Ь--с 


= —& 
катетовъ будеть 7; другой катеть будетъ —5_ или р—а, а при- 


лежапий къ нему уголъ 1.4; поэтому будемъ имфть 


то т—==5т(р—аюп91 А, 
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или, замфняя #4091А его значешемъ въ функции сторонъ, получимъ 


(4) тдт= р —а) т(р— 5) эре) 


тр 


Если обозначимъ чрезъ а, 6, 1 радусы извнЪвписанныхъ кру- 
говъ, которые касаются соотвфтственно сторонъ @, 6, с и продол- 
женй двухъ другихь, то подобнымъ же образомъ найдемъ 


< 


{ ге Изтр зицр—Ь)(р— в) 
С: в ви р—а) 
} / тр зи (р—а)зи(р—в 
(5) ) мпуб= и м о 
__ ‚ /зтр зт(р—а)в р) 
| 19 1= и 51(0—в) 


Рьшеняе прямоуюльниль сферическихь треуюльниковз. 


127. Сферичесвй треугольникъ можеть имфть два или даже три 
прямые угла. Въ первомъ случаЪ, дв стороны равны 90 граду- 
самъ, & третья сторона равна противолежалщему углу. Во второмъ 
случаЪ, вс три стороны будуть равны 90 градусамъ. СлЪдова- 
тельно, треугольники этого рода не могуть доставить никакой 
задачи. 


При рёшеви треугольниковъ, у которыхъ только одинъ прямой 
уголь, мы имфемъ шесть различныхъь случаевъ, которые далЪе и 
раземотримъ; теперь же припомнимъ сдфланное нами въ предыду- 
шей главЪ замфчаве при разсмотрёнши прямолинейныхъ треуголь- 
НИКОВЪ. 

Когда сторона или уголь сферическаго треугольника даны по- 
средетвомъ своего косинуса, тангенса или котангенса, то ихъ зна- 
чен!е вполнф опредфлено такъ какъ эта сторона или этоть уголь 
заключаются между 0 и 180 градусами; но когда они даны посред- 
ствомъ своего синуса, то они не вполнф опредЪлены, такъ какъ 
данному синусу соотвЪтетвують двЪ дуги или два пополнитель- 
ныхъ угла. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 161 


Припомнимъ еще, что если уголъ или сторона, которые мы 
должны вычислить, даны посредствомъ своего косинуса или тангенса, 
и если значене этого косинуса или этого тангенса отрицательно, 
то слБдуетъ, вмБсто него. вычислять пополнительный ему уголъ, 
имфюший, не принимая во внимане знака, тотъ же косинусъ и 
тоть же тавтенсъ. 

128. ПЕРВЫЙ СЛУЧАЙ. — Шо данной в 4 и катету 6 
вычислить друюй катеть с и два косыхь ума Ви 0. 

Неизвфстные элементы можно вычислить по ры фор- 
муламъ 10° 115: 

60$6— т в: и ми. В м ы 
Но лучше воспользоваться формулами п” 116-го, а именно 


биту уе = У мик и— 6) у (4-6), 


/ тд ту (а-Ы5) | 
ат тт (а—+)’ 


ща). 
$9 УС = ЕТ ЕЯ 

Эти посл$дния формулы, какъ и предыдупия, требуютъ отыска- 
ня только четырехъ логариемовъ для опредБленя трехъ неизвЪст- 
ныхъ элементовъ; но онЪ имфютъь предъ тБми то преимущество, что 
даютъ неизвфстныя посредствомъ тангенсовъ. 

ЗАМБЧАНЕ.— Для того, чтобы задача была возможна, необходимо 
и достаточно, чтобы 56 < та; такъ какъ, если это услоне вы- 
полнено, то значеше зи В будеть меньше 1, а значеня с05с и 
воз С будуть заключаться между —1 и --1. Если а < 90°, то не- 
равенство, о которомъ идетъ рЪФчь, требуетъ, чтобы 6 было или < @ 
или >> 180°—@; если же &>90°, то $ должно быть или > а или 
< 180°— а; наконець, если а=90°, то, очевидно, 56 < зта. Если 
услове возможности существуеть, то задача допускаетъ одно только 
ръшеше, хотя уголь В и данъ посредствомъ своего синуса, такъ какъ 
этотъ уголъ долженъ быть меньше или больше 90 градусовъ, смотря 
потому, будетъ ли данная сторона 6 сама меньше или больше 90 гра- 
дусовъ. То же соображеве позволяетъ опредфлить знакъ, съ кото- 
рымъ надо брать корень, выражающий значеше $19 (45°-1Б). 

129. Второй случай.—Шо даннымь двумь катетамь 0 и с вы- 
числить итотенузу а и дви ковыль пула В м С. 


#т9(45°—-;В)= = 


Серре. Тривонометр!я. п 
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Для вычисленшя воспользуемся формулами 


608 В 6056, итд В= и 7 ‚ @п9 (= г 

516 | 

Если сторона а плохо ранен по своему  косинусу, то 

слЪдуетъ начать съ вычисленя В. или О; залфмь получимь а ‘по 
одной изъ формулъ 


ту ев 14196 
во — ——— 
ту в08.В * 03° 


ЗАМЪЧАНТЕ.—Задача всегда допускаетъ только одно ршене. 

130. Третй случай.—По даннымь зитотенузь @ и косому узлу 
В вычислить друуюй уюль С и два катета 6 и с. 

Воспользуемся формулами 


итд а= 


0% В 
соза ‘° 

Если сторона 6 плохо опредфляется по своему синусу, то слЪ- 
дуетъ начать съ вычисленя с или (О; затЪмъь найдемъ 6 по одной 
изъ формулъ 


пто—5тазт В, Нид =Ютда со В, #т9 0 = 


2190—8016 3а09 В, 1096—7194 с0$ (С. 
ЗАМВЧАНЕ.—Задача всегда возможна и допускаеть только одно 
рЪшен!е, такъ какъ неизвестная сторона 6 и данный уголь В бу- 
дуть одновременно меньше или больше 90 градусовъ. 
131. Четвертый случай.— Ло данному катету 6 и противолежа- 
цему уму В вычислить стороны а и с, а также и уюль (0. 
Можно воспользоваться формулами п” 115: 


х эт ` до 608 В 
$5 @ — —— $286 —= —— ——- 
т В ад В ит 6086 ° 


но еще лучше воспользоваться слфдующими формулами п” 116: 


6 то (В-ЕЬ) 
119 (45° та)= = У Ч АЛАН 
м а, Е 


1 


—_ Е. ль 


#419 (45°-- 10) = = \/ сов В Буеов-1 (в 5), 


которыя даютъ три неизвфстные элементы треугольника посредствомъ 
ихъ тангенсовъ, | 

ЗаиъчАни.—Каждая изъ двухь предыдущихъь системъ формулъ 
можеть дать для каждой неизвЪстной по два пополнительныхъ зна- 
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чения. Поэтому важно умфть опредфлить, кая значеня слБдуеть 
брать вмЪетЪ. 

’° Во-первыхъ, если 0=В, то будемъ имЪть 


та те—8т О==1, а=е=0=90°, 


и треугольникъ будеть имфть два прямыхъ угла. И такъ, поло- 
жимъ, что 6 отличается отъ Б. 

т: Если < 90°, то, для того, чтобы задача была возможна, не- 
обходимо, чтобы уголь В быльтакже < 90° и, кромБ того, чтобы 6 


было <В. Положимъ, что это услов!е выполнено; такъ какъ 6086 по- 


ложительный, то уравнен!е с05 а==6086 056 показываеть, что @ и с. 

будуть одновременно меньше или больше 90 градусовъ; носи С 
также оный больше или меньше 90°, поэтому, если обоз- 
начимъ чрезъь @’, си С’ значешя, менышя 90 градусовъ, получае- 
мыя изъ таблиць для 4, си С, то будемъ имБть два рьшеня: 


а=9’, ве а 
а—180°—а/, е=180°—в', 0=180°— 0". 


2° Если 6 >> 90°, то услов!я возможности задачи будуть: В >90° 
и 6> В. Предположимъ, что они выполнены; такъ какъ 0056 отрица- 
тельный, то уравнене 054—086 0056 показываетъ, что изъ сторонъ 
а и с одна больше, а другая меньше 90 градусовъ; но си С или 
оба больше, или оба меньше 90 роду еОвЬ, а потому, если по- 
стоянно будемъ обозначать чрезъ а”, с’ и С’ значешя а, си С, 
получаемыя изъ таблицъ, получимъ. абдующя два рзшеня: 


й—=а’ е—180°—с', 0—=180°— С’, 
а—180°—а’, в==с’, =. 

Легко видть, @ 27207, что, исключая случая 6=В, [задача, 
если только она возможна, допускаетъ два ршеня. Въ самомъ дЪлЪ, 
положимъ, что прямоугольный треугольникъ .4В(С, въ которомъ 
уголь А прямой, удовлетворяеть вопросу (ем. фиг. п? 109, ст. 187); 
продолживъ стороны АВ и ВС до ихъ встрЪчи въ Б’, составимъ 
второй прямоугольный треугольникъ. АВ С, который также будеть 
удовлетворять вопросу. : | 

132. Пятый случай. — По данной сторон 6 и и у’ 


лу С вычислить уюль В и 0двъ стороны а и с. 
* 
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Воспользуемся формулами 


с03 В==603$ 9т С, Фапда= зат 
608 С ? 


Если уголь В плохо опредфляется по своему косинусу, то слЪ- 
дуеть начать съ вычисленя @ или с; затЪиъ найдемъ Б по одной 
изъ формулъ 


$909 6=8 1 тд С. | 


со ВЕс0за итд С, с08 ВЕЕЗ С 6080. 


Замвчани. —Задача всегда возможна и допускаетъ только одно 
рЪшен!е. 

138. Шестой случай.—ПШо даннымь двумь косымь фламъ В в 
С вычислить три стороны а, Ь, с.. 


Воспользуемся формулами п” 115 
03 ао В со С, в086— В ее 
т С? 
или лучше слфдующими п” 116: 
Е ‘в05(180°—В— 0) 
ата = во(В—С) ' 


ав у | и \ 
ат16 = -- Им и —45°) иту(2 5 - +45°) . 
и С ы 
Фатууе = и ту ( Е 45°) ту (57 45°) , 


которыя даютъ неизвфетныя по ихъ тангенсамъ. 

ЗАМЬЧАНЕ.—Лля Того, чтобы задача была возможна, необходимо 
и достаточно: 1° чтобы сумма В-ЕС заключалась между 90 и 270 
градусами; 2° чтобы разность В—С заключалась между —90° и -|-90°. 
Когда эти условя выполнены, то вторыя части предыдущихъ фор- 
муть будуть вещественны и задача допускаетъ только одно рв- 
шене. 


Рюшене сферических прямостороннихь треуюльниковь. 


134. Хотя р5шеше прямосторонняго треугольника можеть быть, 
при помощи пополнительнаго треугольника, приведено къ р$шенйю 


треугольника прямоугольнаго, однако не безполезно указать фор-. 


мулы, соотвфтствуюця каждому изъ шести случаевъ, которые мо- 
гуть ветр$ётиться. Мы ограничимся только этимъ простымъ указь- 
вемъ, такъ какъ замфчан!я относительно этихъ формулъ и ихъ изсл$- 
дован!е тЪ же, что и для прямоугольныхъ треугольниковъ. Уголъ, 
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противолежаний сторонф въ 90 градусовъ, будемъ постоянно обозна- 


чать буквою А. 
135. Первый случай. — По даннымь умамь А ц В вычислить 


злоль Си стороны 6 и с. 


Воспользуемся формулами ит 


о 608 А. ОЖ т В Е ниу В. 
ТО ба — эт А’ мА’ 


но можно имъ дать слдуюций видъ, который сл$дуетъь предпочесть: 


[ 
ютоз 0-Е \/ св (АВ) ой (А-В), 


- ит (А-В) 
, Яр = —_—их 
#19 (45° 1) \/ чаАЕСВ)" 
А-В) 

й 1 == = . 

я у (А-В) 
двойной знакъ = во второй формул$ опредФлится изъ того соображе- 
ня, чтофи В одновременно или меньше или больше 90 градусовъ. 
136. Второй случай. — По даннымь двум умламь Ви С вы 


числить уюль А и стороны © и с. 


Воспользуемся формулами 
д __ ат) В __ С 
08 А -—608 В 05 С, 10190 =-(, 0096 = р. 


Если уголь А плохо опредфляется по своему косинусу, то 
холжно прежде всего вычислить Ь или с; затфмъ уголь А можно 
опредЪлить по одной изъ формулъ 


1219 0 


| РА Ч. __ 4989 В 
тд А=— р» 9 = 


60$ 6 


137. Третй случай.—Ло данному уму А и сторон Ь вычис- 


лить сторону © и два ула В и С. 


Воспользуемся формулами 
- : - во 
т ВА А зб, тд == —4149 А 0080, 149 6—= — уд: 


Если желаемъ опредЪлить В по тангенсу, то мы должны начать съ 
зычисленя с или С; затфмъ найдемъ В по одной изъ формулъ 
тд ВЕ С тд, 4019 ВЕ —4ап9 А 0056. 
138. ЧЕТВЕРТЫЙ СЛУЧАЙ. — По данной сторонь 6 и противоле- 
жалцему улу В вычислить сторону с и умы А и С. 


„166 ТРИГОНОМЕТРТГЯ. 


Воспользуемся формулами . 


Аа, во— 9 В т 
816 фатдб ? Аль: 


ихъ можно преобразовать въ слЪдующя: 


| ный 
#19 (45° 1 А)= = о Е 
#19 (45° 1 С) = ЕЯ | 


и 
р Е 1 
ат 9 (45° 16) = нА со}--(6--В)соз = (— В). 


ва ] Т 
Два рЪшен!я опред ляются при помощи тёхъ же соображенйй 
которыми мы воспользовались въ п° 131 


139. Пятый случай. — Шо д 
| р анному узлу В и сто 
слить сторону © м два ушла Аш С. : О Аба 


Воспользуемся формулами 


6080—=608 В тс. па А 1911) В г 
Ы 9 5.2 6086 , 199 1—5 В 10196. 


р 
а дите опредЗлить сторону 6 по ея тангенсу, то слЗдуетъ 
съ вычисленя угла А или (О; затфмъ опредфлятъ 6 по й 
изъ формулъ а 
60% 6— —605 А фапде, со = т со В 
140. ШЕстой с Й 
р ЛУЧАЙ. —/0 дамнымь двумь 
умь сторонамь - 
_числить три дла А, В. 0. Е о 


Формулы, относящяся къ этому случаю, будутъ 


с? 


608 А —60%% софс, соз В—= ор со; (— 9096. 


н 
© лучше ихъ преобразовать въ слфдуюция: 


пд А==-- ЕЕ 


608(180°—6— в) 


#191 Б=-Ь и ито --4 о) (45° =) з 
ОИ аи 


Я 


— 
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Замльчаие о ръшенйи какихь бы то ни было сферическиль 
треуюльниковь. 


141. Рьшене не однихъ только прямостороннихъ треугольни- 
ковъ приводится къ рёшеню прямоугольныхъ треугольниковъ; то же 
имземъ еше въ двухъ сл5дующихъ случаяхъ: | 

1° Если между данными элементами находятся двЪ равныя сто- 
роны а и 6 или два равныхъ угла Аи В, то перпендикуляръ, 
опушенный изъ вершины С на сторону АВ, раздфлить треуголь- 
никъ АВО на два прямоугольныхь треугольника, равныхь между 
собою во всЪхъ ихъ частяхъ. Ршимь одинъ изъ этихъ треуголь- 
никовъ, въ каждомъ изъ которыхъ кром$ прямого угла извЪетны 
еше два элемента, и непосредственно получимъ неизвзстные элементы 
предложеннаго треугольника. 

2° Если между данными элементами находятся дв стороны @ 
и Ъ, или два угла А и В, сумма которыхъ равна 180 градусамъ, 
то, продолживъ стороны @ и с До встрфчи ихъ въ В’, составимъ 
треугольникъ АВ’О, въ которомъ двЪ стороны или два угла будутъ 
равны. РЪшен!е треугольника АВ’С, приводящееся, какъ мы ви- 
дъли, къ рЬшенйо прямоугольнаго треугольника, влечет за’ собой 
рЪшен!е предложеннаго треугольника. 

Рьшене сферическихъ треугольниковъ вообще представляетъ. 
шесть случаевъ; но три изъ этихъ случаевъ могутъ быть приведены 
къ тремъ другимъ при помощи разсмотрёв!я пополнительнаго тре- 
угольника и р8ёшеня двухъ соотвтетвующихъ. случаевъ получаются 
посредетвомъ аналогичныхъ формулъ. И такъ, въ дЪйствительности, 
существують только три различныя задачи. 


Рльшеняе сферическаяо треуюльника, в5 которомь известны три 
стороны или три ума. 


149. Первый спосоБъ.—Еели даны три стороны, то углы можно 
вычислить по формуламъ (1), (2) или (3) п° 119; однако, слдуетъ 
предпочесть формулы (3), а именно: 


тр зт(р—а) 


э 


ии 


зицр—&«а) и — 
Е о эра) в) 


тр и(р- 5) 
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тр —а)ят(р—5) 
‘11 а , 


тр (р— с) 
ао о 
гдЪ р обозначаеть полупериметръ РЕВ 
Если даны углы, то стороны можемъ вычислить по формуламъ 


(4), (5) или (6) п°120; слфдуеть предпочесть формулы (6), а 
именно: 


/ зи ет(А—1е) 
О еыЕ о, 
а | 5 В-— =) 0—!=) 
те Че] 
о я | 5 е эВ 8) | 
. / з1(АЬ—1в)и((—1з) 


Ея и Е зе зи(С—{е) Г 
$ | 511 (4—1 =) ВЫ 1)’ 
гдЪ = обозначаетъь сферический избытокъ А-В 0—180°. 

ЗАмЪчАНиЕ .—Чтобы треугольникъ былъ возможенъ, когда даны три 
стороны, необходимо и достаточно: 1° чтобы сумма этихъ трехъ 
сторонъ была меньше 360 градусовъ; 2° чтобы каждая изъ сторонъ 
была меньше суммы двухъ другихъ. ЁКогда даны три угла, то 
пля возможности треугольника необходимо и достаточно: 1° чтобы 
сферическй избытокъ, получаемый изъ данныхъ угловъ, закаю- 
чался между нулемъ и 360 градусами; 2° чтобы каждый изь 
данныхъ угловъ былъ больше половины сферическаго избытка. Эти 
результаты сферической геометр1и выводятся непосредственно изъ 
нашихъ формулъ. 

Когда услоНя, о которыхь только что была р$чь, не всЪ вы- 
полнены, то выражен я тангенсовь неизвфстныхъ полу-угловъ или 
тангенсовъ неизвЪстныхъ полу-сторонъ даютъ для этихъ тангенсовь 
мнимыя значен1я. 

143. Второй спосовъ.—Когда мы должны вычислить три неиз- 
вфстные элемента, то вмЪето предыдущихъ формуль можно взять еще 
формулы (8), (9) и (10) п°194. 

Если воспользуемся этими новыми формулами, то намъ придется, 
какъ и при р5шенши по предыдущему способу, отыскать только 
четыре логариома; но онф предетавляють ту выгоду, что, вычисливъ 
отдфльно четыре количества А—1г, В—ие, (С—1= и! или р, р— а, 
р—6, р—е, будемъ имЪть средство для пов$рки точности получен- 
ныхъ результатовъ. 
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144. Примъръ.— Даны три стороны 
а—113°2'56',64, 
$ —82°39/28",40, 
с=74°54'31",06; 

требуется отредълить умы А, В, С. 


Первый способъ. 


ОБРАЗЕЦЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ. 


р=Ка-- 0-Е с).... 185°18'28",05 Вычисление ума А. 
АА 958,44 ИД и 
й 2 759" 65 х' $870: |. 
лы 5273859, 7 
фор в. 60°23’56",99 ю95т(р-—6)...... 1,9003361 
ея 098 (р—5)....... 1,93892685 
1295тр есь я 1,8411894 — 095 р—а) щи 0,4216020 
оу (р—а)......... 1,5788980 — 1005080... .----+ ее. 0,1528606 
[0951(р—5) ......... 1,9003361 | г ИИ 
095 (рЬ—6)......-... 1,9392635 , - 
Е РОЙ | 091193 4......... 0,2070311 
а к Зе 58°10/1",10 


и 116°20'2",30 


Вычислете ума Б. Вычислене узла С. 


и(р—а)й(р— с). | 8. з(р—а) 6) 
пиву | 93 О == тр ви(р—6в) 
юз (р— а) ...... 1,5783980 ‚  |рози(р-а)...... 1,5183980 
юзт(р—).....-. 1,9892685 05 (р-—5),...... 1,9003361 
— 1098 р—1)....... 0,0996639 ° —Ч10узй(р—%6) ...... 0,0607365 
—10 5... ... ++... 0,1528606 | — озер... лььннье 0,1528606 
1.770160 — 1,6923312 
ют В ..... .. 1,3850980 1090930. ........ и. 
з оЕ02/ 
би и 35°3/99',58 
ти | _ 
Е А Ни А 710°6°59",16 


о’. ТРИГОНОМЕТРГЯ 


Второй способъ. 
[Формулы (8) и (9) п° 124] 


ОБРАЗЕЦЪ ВыЧислЕнтя. 


ее _втев9, 14',025 
+(0—&)........... 11° 7'45",705 
В 26°19'29",825 
1(2—6)....,...+..- 30°11'58",495 
Вычиелеше сферическамю из- 
бытка з. 

тт р „4... 0,3860840 
094193 (р—а)...... 1,2938588 
1090т%91(т—6)...... 1,6944058 
09#т91(р—6)...... 1,7649261 

1,1392'749 
роту 1е.......... 15696371 
ПИ 20°21’58",95 
Пе Е 81°21’58",00 

Вычислеще дла В. 

Юта Кр—а) ...... 1,2938583 
0919 (р—5)....... 1,7649261 
10960%1(2Р—56)....,... 0,3055942 
юдсор......... м 1,6139160 

2,9782946 
109 т9(+ В 1).  1,4891478 
а О А-В 
ная 37°80’25",80 
СВОИ 2 И ЕН 


Повърка: 


0940194 (рР-—®)...... 1,6944058 
' 09#т91(0р—с)...... 1,7649261 
096081 (р—а)........ 0,7061417 
| 090 р. ....... в. ... 1,6189160 
1,7798896 
00194 А—1).. 1,8896948 
а. 37548'2",87 
о Ч ы Ие: 
м 116°20’2",24 

Вычислене ума С. 

Юдит (р— а) ...... 1,2938588 
1001191(0—5) ...... 1,6944058 
10960%(р—5)......... 0,2350739 
СОН елена. 1,6139160 
2,8372540 
‚09 т9 (3 0—2). 1,4186270 
ел. 14°41'31",34 
ИЕ 35° 3/99",59 


| 09 Зр ..... Е 0,3860840 
| 09йт91 (р—а)...... 1,2938583 

ют (р—5)...... 1,6944058 
09419 (р)... 1,7649261 


Вычисление пла А. 


Бо ‚> 70° 6759",18 


Ны-В-ев-в--о-веох т: 


общая позрьшиность: 0",01. 
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Рьшене сферическаю треуюльника, вь которомь извъетны дет 


_ стороны и уюль между ними, или два пла и сторона между 'ними. 


145. Первый спосоБъ. — Если требуется опредЗлить три неиз- 


_вЪетные элемента, то проще всего получить р5шене задачи при по- 


мощи формуль Нэпера, а именно: 


1(а— 
(1) ву 6) 


сов (а-Е5) › 
я (а—5) 


(2) #191(А—Б)==08: Е , 

| 4. 051 (А—В) 

(3) ` ито (а — а , 
3 и (А—В) 

(4) т9 (а — 6)— тс - аа 


Если даныфэлементы @, 6, и С, то прежде всего вычислимъ 
А и В при помощи формуль (1) и (2); потомъь вычислимъ с при 
помощи одной изъ формуль (3) или (4). 

Если, напротивъ, даны элементы А, Вис, то вычислимь аи |, 
при помощи формулъ (3) и (4), а затфмь С при помощи одной | 
изъ формулъ (1) и (2). 

ЗамъчАНИЕ Т.—Вычислен!е неизвстныхъ элементовъ А и В или 
а и 6 требуетъ отыскашя пяти логариемовъ; затБиъ еще нужны 
два новые логариема для получения неизвЪстной с или 0. 

`ЗаАмЪЧАНЕ П.—Такъ какъ предполагается, что данныя заклю- 
чаются между О и 180 градусами, то задача допускаеть всегда 
только одно ршеше. . 

146. Второй спосоБвъ. — Можно еше р»шить предложенную за- 
дачу, воспользовавшись формулами, которыя мы вывели въ п”109 
и слВдующихь ‘и которыя позволяютъ непосредственно вычислить 
каждую неизвЪстную, независимо отъ двухъ остальныхъ. 

Если даны элементы а, 6, С, то формулы, опредфляюния не- 
известные элементы, будутъ 

с0}4 516—608 А 5т О==6086 008 С, 


я 086 зта—с0$ В т О==084 008 С, 


086—608 4 605% — 9та т с0$ С. 


Вычислимъ, какъ было сказано въ п”118, два вспомогательные 
угла ф и $, заключающиеся между 0 и 180 градусами, такте, чтобы 
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(2) _ #т9$= 194 с08 С, 194=Ит56 с08 0; 
тогда двф первыя формулы (1) примутъ видъ 


это тд С 


2 84899 С 
фр) › 


(3) тд А= =——__. 
5(а—4) 

Одинъ изъ вспомогательныхь угловъ фи ф можеть послужить для 

вычислен!я с; такъ какъ, на основаши формулъ (2), третье урав- 

неше (1) даетъ | | 

08 @ 608(6—6) 
с — 


__ 6086 в08(а—4) 


(4) М 
608% 


) 


Можеть случиться, что сторона с плохо опредЪляетея но 
своему косинусу; въ такомъ случаЪ вычислимъ сперва А и Ви 
потомъ можемъ получить с по тангенсу; дЪйствительно, если двъ 
формулы 
эта зат С зат 6 зт С 


ЗЫ ео емо 


58% 6= 
разд$лимъ соотвЪтетвенно на уравненя (4), то, принимая во вни- 
мане формулы (2) и (3), будемъ имЪть 


тд (а—) 
5 1 адеь о ао А ЕЩЕ РЕНО 
(5) тд с ВЯ т9с а 


Если даны элементы 4, В, с, то формулы, которыя опред$лять 
неизвфстные элементы, будуть | 
[ 601 @ 366—601 А т В==608с с08 В, 
(1 625) 6016 816—604 В п А=ео0зс с0$ А, 
05 (= —608 А 608 В--5т А т В 056; 


` 
вычислимъ два таке вспомогательные угла о и %, заключаюнцеся 
между нулемъ и 180 градусамъ, чтобы 


(2 6$) 19 $=—079 А 086, 19\= —4ют9 В 056; 
два первыя уравнен!я (1 625) дадутъ 
510 4апдс 


__ Эф те 
5 (В—9) 


(3 6% $ —= — 
(3 645) апда Н 


‚ #196 —= 


Третье уравнен!е (1 65) также дасть 


08 А с05(В— 5 к 
( ы т > №08 (— ыы 60 В 608 А—ч) 5 


08° 608% 


(4 615) с080=— 
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_ изъ этихъь же уравненй, принимая во внимаше формулы 


1 тс ат А Е __ 86 т В 
5 О = а» 8% = 
найдемъ, наконецъ, 
| #9 (В—$) нт9(АЫ—) 
(5 645) тд С ое › ИВ т 


Надо замфтить, что формулы (1 65), (2 65), (8 615), (4 65), 
(5 65) выводятся изъ формулъ (1), (2), (3), (4), (5), если зам$нимъ 
въ послЪднихъ А, В, С, а, 6, с пополневями а, $, с, Л, В, С, & 
также х, Ф ихь пополнен1ями. Лва только что разсмотрфнные 
нами треугольника дЪйствительно пополнительные. 

ЗамъчаНИЕ.—Когда даны элементы а, 6, С, то вычислеше одного 
угла А или В требуеть отыскан!я пяти логариемовъ, какъ - при 
первомъ способф. Вычислеше стороны с, при помощи одной изъ 
формуль (4), требуеть также пяти логариемовъ; но когда требуется 
опредфлить только одну эту сторону, то второй способъ предпочти- 
тельнфе перваго. Точно также, когда даны элементы А, В, с, 
то предыдупйй способь представляеть удобство только относи- 
тельно угла С, если требуется вычислить одинъ этотъ элементъ. 

147. Тремй спосоБъ.—Способъ, о которомъ мы будемъ говорить, 
исключительно относится къ тому случаю, когда хотятъ вычиелить 
только одно неизвЪетное: с или С. Въ предыдущемъ способЪ для 
этого прибфгали къ одной изъ формуль (4) или (4 5), опре- 
дфляющихъ неизвЪстный элементъ по косинусу. Можетъ случиться, 
что этоть эдементь не можеть быть опредвленъ этимъ способомъ 
съ достаточною. точностшю, и тогда надо произвести вычислен1е слф- 
дующимъ образомъ: $ 

Если неизвЪфетна сторона с, то уравнеше, которое служить для 
ея опредфлен1я, можетъ быть написано такъ: 


6086—608(а—-6)—9 за 7% вит $ С, 
или 
5? 16—51? 4 (а--6)|- та т ЕС; 
если вычислимь такой вспомогательный уголь «, чтобы 
| 51 С 


Е Ут 45080, 
$1 (а — 0) 


Фатдо = 
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то с получимъ по формул 
. 51 (&а—6 
$811 — 8} (@— 6) . 
60$ 6) 


Если неизвфетенъ уголъ С, то будемъ имЪфть 


0; (— —6с08(А--В)—2 3% А эВ зв 1с, 
или 
$7} О=с08? 1 (А--В)--зт А т В 8810? 1 с; 


вспомогательный А « вычислимъ по формулЪ 


5016 А 
в =зкаЕв" АВ, 
а затЪмъ получи С по формулв 
ы 51 0 — со83 (А-В) ы 
605 0) 


ЗАМЪЧАНЕ.—Этотъ трет способъ, какъ и предыдущий, трауЗи» 
только пяти логариемовъ для вычисленя с или (. 

148. Примъръ.—Даны стороны а, $ и уоль между ними 0, 
4 именно: 


@—113°2'56",64, 6—=82°39'28",40, (=188°50/13",69; 
требуется вычислить улы А, В и сторону с. 
ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНИЯ. 


К ААА 15°11/44",12 (| дз (а-—%)........ 1,4184917 


+(@а-)....... .... 9751/12",52 | 1096084 (а—®)........ 1,9845439 
Ще 6925’ 6,845 | 09зт 1 (а)... 1.9959074 
1009—6084 (а-1)..... 1,1855787 
1006084. 0... лени: .. 1,5746168 


Вычислеше 1 (А-В). Вычиелене 1(А--В). 


воз (а—5) — 1 (а—5) 
ап9 К А-- В)=он. А. —В)=соно-— 
Я (СА- В)=со р ра нтА ати зар ` 
а 1,5746168_ тр ИИ т 1,5746168 
1096051 (&—5)......... 1,9845489 10951 (а—40)....... 1,4184917 
—109—6с05\(а--5)... 0,8644213 О, ты 0,0040926 


09— шт (А--В).. 0,4235815 (дю КА-В)..... ,9972006 
и о о: А _ 5740/26, 91 
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Вычислене узловь А и ВБ. | Вычисленяе стороны с. 


а В ыы. 
ИВ). в: т г ‚ Нинрде=итука- 6) со (А-В). 
{.4— В). иены 5740'26",91 _ { во (А—БВ) 
Е за) ........ 1,9959074 
ЕСИ 104°59' 8',38 | —10юд-возКа-Н®)... 0,8644218 


09—08 КА-В).... 1,5475513 


ИА. 11547818 
09—со8(А--В)..  —ю9е08(А—В).... 0,0021882 


109608 (А—ВБ)....... 1,9978668 | 
Юоатде. и 0,4100182 
неее: 68°44'32",30 
вхо 137°29’ 4",60 


Ришене сферическию треуюльника, вь которомь даны деть стороны 
и уюль, противолежаиий одной изъ ниль, чли два ума и сторона, 
противолежащая одному изь них. 


149. Первый спосоБъ.—Пусть даны элементы а, & и А или А, 
В и а. Сперва вычиелимь В или 6 по формулЪ 


т В ть 
тА` япа’ 


а затфмь можемъ вычислить соотвЪтственное значене С или с 
при помощи формуль Нэпера, а именно: 


«Ан НОНО (@«—5) _ со (А-В) (а — 6) 


не 
ет воз (а--®) 5йн(а-Е5) 

АЕ тд (а-ЕВ)соз (А-В) _ т (аб) (А-ЕВ) 

не АВ) (АВ) 


Для возможности задачи прежде всего необходимо, чтобы си- 
нусь неизвфстнато элемента В или 6 заключался между нулемъ и 
единицей; когда это услоше выполнено, то для В или 6 существу- 


° ють два пополнительныя одно другому значен1я; но, чтобы одно 


изъ этихъ значевшй соотв$тетвовало задачЪ, необходимо, чтобы со- 
отвфтетвуюция значеня #0%9%С и {97916 были положительныя, & это 
требуетъ, чтобы разности 4—В и а—6 имфли одни и тф же знаки. 
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Если этому условю не удовлетворяеть ни одно изъ двухъ значен!й 
В или 6, то задача не допускаетъ ни одного рЪшен1я; но если этому 
условпо по крайней мфрЪ одно изъ этихъ двухь значенй удовлет- 
воряетъ, то непрем$нно существуеть соотвфтетвующее рЪ%шене. 
Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ 4—Б и а—6 будуть одного знака. 
то мы получимъ, при помощи двухъ формуль Нэпера, для С и для 
с значешя, заключаюпияся между 0 и 180 градусами; эти значешя 
для Сис будуть ТБ же, что и даваемыя двумя другими формулами 
Нэпера, такъ какъ эти послфдыя непосредственно выводятся изъ 
двухъ первыхъ, при посредствЪ соотношенй: 

‘т9(А--В) _ юп9 (а 5) 

Отсюда сл$дуетъ, что значеня, найденныя для В или 6, для Си 
для с, удовлетворяютъ четыремъ формуламъ Нэпера. Поэтому, если 
требуется рЬшить треугольникъь по дапнымь а, 6, С (задачу, ко- 
торая всегда возможна), то необходимо найдемъ для искомыхъ эле- 
ментовъ значен1я А, ВБ, с. 

Два случая, которые мы здфсь раземотр$ли, называются сомни- 
тельными случаями сферическить треуюльниковь, такъ какъ мы 
не можемъ быть ув$рены относительно того изъ значенй В или 6, 
которое соотвФтетвуетъ разсматриваемому треугольнику. Но въ при- 
ложеняхъ эта неувфренность всегда исчезаетъ, если мы внимательно 
изса$дуемъ обстоятельства рфшаемой задачи. 

150. Второй спосоБъ.—Предыдущимъ способомъ елФдуетъь поль- 
зоваться только въ томъ случа, когда дЪло идетъ объ опредЪлени 
‘элементовь В или 6 только съ однимъ изъ двухъ элементовь Сис. 
Для вычисленя элемента В или 6 нужны три логариема и, если 
предположимъ, что этотъ элементъь извфетенъ, то требуется три но- 
выхъ логариема, чтобы опредЪлить С или с. 

Когда требуется вычислить три ‘неизвЪетныхъ, то опред$лимъ, 
какъ выше показано, элементь БВ или 6 и, если этотъ элементъ 
будеть извфстенъ, то можемъ получить Сис при помощи фор- 
муль (11) и (12) п’123, которыя требуютъ отысканйя только че- 
тырехъ логариемовъ. | | | 

Полагая, такимъ образомъ, 

А-+В=5--180°, А—В=О, 
а —=3--180°, ав — а, 


п ВБ 516 
5%А  эзта 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. т 


° ватЪмЪ 


‚ М= 


8-0) 
7—4 


М=ют9 ——- а. | —— 


7 


| будемъ имфть, при помошь а (11) . 123, 


та 9— -У их, 44920 пы 


И. 


при чемъ корень долженъ быть взять въ первой формулБ со зна- 
комъ количествь Ми М. 

Можно воспользоваться формулами (12) 0°123 вмфето формулъ 
(11) и замтимъ, что нфтъ никакого основашя предпочесть однз 
другимъ. Когда предложенная задача допускаетъь два рЪшен!я, то, 
воспользовавшись, какъ мы это только что сдфлали, формулами (11) 
для вычислешя одного треугольника, можемъ обратиться къ фоф- 
муламъ (12) для вычисленя элементовъ второго треугольника, для 
чего не потребуется ни одного новаго дотариежА, 

ЛЪйствительно, обозначая чрезь С’и с’ значемя Сис, ко- 
торыя соотвфтетвуютъ втог; у треугольнику, замфиняемъ въ фор- 
мулахь (12) п’123 В чрезь 180°— В или 6 чрезь 180°—5, что 
приводить насъ къ перестановкЪ буквъ Би Д или $ и 4, смотря 


_ потому, даны ли въ задач а, 6, А или А, В, а. Тогда,. поло- 


живъ для краткости, 
Гу ие 
будемъ Е 


5—4 


Е ОВ ее. т9 —-, 


ту (= ^ =45 = + ИмМм, шт( 6 —-45 Е: Е: и \ 

Когда даны @, 0, А, то елФдуеть взять верхнйе знаки въ обфихъ 
частяхь первой формулы, & знакъ передъ корнемъ во второй фоф- 
мулЪ будетъ тотъ же, что и количествъь Ми №. Наоборотъ, если даны 
А, В, а, то слБдуеть взять нижн!е знаки въ обфихъ частяхъ пер- 
вой формулы, а корень второй формулы долженъ быть взять со 
знакомъ, обратнымъ знаку количествь № и №. 

ЗАМЪЧАНЕ. — Мы видимъ, что для полнаго рЪшевя задачи, 
даже въ случаф, когда она приводить къ двумъ треугольникамъ, 
которые желають вычислить, требуется только семь логариемовъ. 

151. Трей спосоБъ. — Наибол$е простое ршене задачи, ко- 
торою мы занимаемся, мы получимъ при помощи трехъ фурмулъ, въ 
каждой изъ которыхъ заключаются дланныя значеня и одно не- 
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извзстное. Способъ этоть, требующий вычислен1я двухь вопомога- 
тельныхъ угловъ, есть тоть, которымъ слЪдуеть пользоваться Въ 


большинств$ случаевъ. 
Положимъ, что даны а, 6, А; формулы, опредЪляющия неиз- 


вЪетныя, будутъ 


. хто эт А 
| эт В =, 
па 
(1) 6054—6036 с08 6-31 5016 608 А, 


софа т —<0Ё А т О==6086 608 Ы. 


Каждая изъ нихъ даеть возможность непосредственно вычислить 
одно изъ неизвфстныхъ и въ то же время она доставляеть средство 
узнать, возможенъ ли треугольникт при данныхь элементахъ. 
Дъйствительно, изъ п° 149 слфдуеть, что если можно получить изъ 
первой формулы такое значевше для В, при которомъ разность А—В 
имЪетъ тотъ же знакъ, что и разность &—, то будетъь существовать 
рЪшен!е задачи, соотвётетвующее этому значению В. Точно такъ же, 
если вторая формула доставляетъ значен!е для с, заключающееся 
между 0 и 180 градусами, то, очевидно, получимъ рЪшене задачи, со- 
отвтствующее этому значеншо, такъ какъ треугольникъ, о0бразо- 
ванный сторонами 6, с и угломъ А, будеть удовлетворять даннымъ 
условямъ. Также, наконець, если можно получить изъ третьей фор- 
мулы значене для (, заключающееся между Оби 180 градусами, 
то непремфнно будеть существовать рЪшене задачи, соотвЪтотвую- 
шее этому значеню, такъ какъ мы можемъ всегда построить тре- 
угольникъ по элементамъ 4, 05. 

Первая формула системы (1) удобна для логариомирован1я; чтобы 
получить си С, опредфлимъ два вспомогательныхь угла Фи $, за- 
ключаюниеся между 0 и 180 градусами и при томь так1е, чтобы 


во А. 
086 ° 


— 
Г 


(2) 910 $=0196 608 А, т. 9= 
тогда двЪ поелёдня формулы (1) дадуть: 


(3) 608 (@—®)= ть ‚ %05((—$)==е01а 4196 608. 


Для возможности предложенной задачи, необходимо, чтобы зна- 
чене змВ было меньше 1, и чтобы значешя 608 (е—®) и в0(С—4) 
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заключались между —1 и --1; легко убфдиться, что эти условя 
выражаются однимъ неравенствомъ 


т т А 
ата Г 
Если это неравенство удовлетворяется, то можно вычислить, при 
помощи первой формулы (1), для В значеше М, заключающееся 
между 0 и 90 градусами, и при помощи формулъ (3) для —фи 0— 
значешя М№и Р, заключаюцияся между 0 и 180 градусами. Но эти 
уравненя также будуть удовлетворятся, если примемь В=180°— М. 
с—Ф= —М№М, (—9=—Р; не трудно опредБлить, въ в. 
случаЪ, значешя В, С и с, которыя надлежитъ брать вмЪетЪ, 
чтобы получить треугольникъ, отвфчаюций вопросу. ДЪйствительно, 
если введемъ вспомогательные углы фи 9 въ формулы 


С0Е6 9416 —Сс0Ё В 90 А==608с 08 А, 
с08 В= —00$ А 08 С|-5т А 82% С с086, 
то он примутъ видъ 


(4) вое ии ‚ и О—Ф) == — Ь 
а это показывает, что разности с— фи (С—ч имЪють одинаковые знаки. 
Изъ формулъ (4) также видимъ, что, если эти разности положи- 
тельны, то углы А и В или оба меньше, или оба больше _90 гра- 
дусовъ, между тЪмъ какъ, если с—Ф и С—4 отрицательны, то 
одинъ изъ угловь А и В меньше, а другой больше 90 градусовъ. 
ПослЪ этого, значення В, (, с, которыя надлежить брать вмЪетБ, 
будуть | 
В, с—Ф-- М, (= -НР, 
В—=180°— 1, е=о—М№, СР, 


В—=180°— М, с=о--М№М, СО=у-тР, | 
= {®) 
В—м. ое рр если 4>>90°, 
и каждое изъ этихъ двухъ сочетаний навЪрное будетъ отв чать треуголь- 
нику, за исключенемъ того случая, когда значеня с или С, ко- 
торыя въ нихъ входять, не заключаются межлу нулемъ и 180 гра- 
дусами. 
Если раздфлимъ первое и второе уравневшя (4) соотвфтственно 
на первое и второе уравнешя (3), то, принимая во вниман1е уразв- 
неня (2) и первое уравнеше (1), найдемъ 


если 4<90°, 
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` 60% В 
(5) #119 (с—Ф)==т9 4 08 В, 9 (С) о , 
откуда 
(6) $19 (6—)=8т6 эт А ит9(С—%). 


Когда требуется вычислитъ три неизвЪстныхъ элемента, то предпо- 
латая, что мы получили элементь В при помощи формулы (1), для 
окончашя рёшевня треугольника можемъ съ выгодою воспользоваться 


формулами (5) и (6); въ самомъ дЪлЪ, эти формулы требуютъ однимъ. 


логариемомъ меньше, ч$мъь формулы (3), и опред$ляютъ разности 
фи С— по ихь тангенсамъ. При вычиелени можно прини- 
мать эти разности за положительныя, т. е. какъ соотвЪтетвенно 
равныя | М№и --Р, но тогда, взявъь для В значене М, мы должны 
перемВнить знаки вторыхъ частей формулъ (5) на обратные, если 
уголъ А больше 90 градусовъ. 

152. Точно такъ же мы будемъ поступать, если даны А, В, а. 
Формулы, которыя опредфляютъ неизвфетныя, будутъ: 


Е яп В та 
К ЗА 2 
(1) } с08 А= — 605 В со8 С-В т С воза, 
СОТа 301 6—60Ё А п В=08с с08 ВБ. 


Первая формула удобна для логариемирован1я; для того чтобы опре- 
дфлить Си с, вычислимъ два такихъ вспомогательныхъ угла $, $, 
заключающихся между 0 и 180 градусами, чтобы 


(2) 419 %—= —#19 Б 08а, тде = — 


тогда двъ носл$дейя формулы (1) примуть видъ 


608 А с084 
(3) в08(С—$)=— о ‚ с08(6—Ф)= —00% А 9 В с08$. 
Еели услове 
эт В та 
5т.А. — 


удовлетворяется, то предыдущее значене 56 будетъ меньше 1; 
точно также значевя 05(С—4) и с08(6—$) будуть заключаться 
между —1 и --1, почему изъ таблицъ получимъ для 6 значене М, 
‚ заключающееся между нулемъ и 90 градусами, равно какъ и для с—© 
и С—4 значешя Ми Р,. заключаюнияся между нулемъ и 180 граду- 
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сами; но также удовлетворимъ уравнен1ямъ, если возьмемъ 6=-180°— 1, 
(--4—=—Р, с-‹= —М. Введен!е угловъ фи $ въ формулы 
со 9 па—с0ё В эт О==с08& с08 С, 
080—605 @ 6056-58 @ 506 608 В 
даетъ 
фата 6086 
` воза ’ 


(4) 81(С—4)== —5 ———, з(6—Ф)== —81Ф-; 


ть? 


отсюда слфдуеть, что разности С—Ф и с—Ф имЪютъ одни и тф же 
знаки; также мы видимъ, что когда зти разности отрицательны, то 
стороны а и® будуть обф или меньше, или больше 90 градусовъ; 
если же сх и С—% положительны, то одна изъ сторонъ а и 6 
меньше, а другая больше 90 градусовъ. Отсюда слФдуетъ, что зна- 
чения 6, С, с, которыя надо брать вмфетЪ, будуть 

ф— М, О—У--Р, с=е-ЕМ, | 


$—180° ЖИ, ОР, се М, { если >90, 


И 


6—180°— М, С=-Р, ве=е-ЕМ, | ия 
— М, ры ре 
Ни одно изъ этихъ двухь рфшенй не существуетъ, если значе- 
не С или с, имъ соотвфтствующее, не заключается между нулемъ 
и 180 градусами. 
Изъ формуль (3) и (4) выводимъ формулы 


—9 
т 


(5) т9(С—4)= —ют9 А с08%, т9(е—$)= — и 
и 
(6) 419 (С—4)=та зт В 19 (6—9), 


которыя облегчаютъь рёшен!е треугольника, когда сторона 6 будеть 
опред$лена. 

Вс эти формулы подобны тБмъ, которыя мы получили въ п” 151. 
Переходимъ отъ однЪхъ къ другимъ, замфняя 4, 6, с, А, В, (0, $,%, 
соотвЪфтетвенно чрезь А, В, О, а, $, св, 180°—%, 180°—$; и дБй- 
ствительно, мы здЪфсь были заняты ршешемъ треугольника попол- 
нительнаго тому, которымъ мы занимались въ п” 151. 

153. ЧЕТВЕРТЫЙ сПосоБЪ. — Введене вспомогательныхъ угловъ 
ф и, которыми мы воспользовались въ предыдущемь способЪ, 
равносильно съ разложенемъ треугольника АВС на два прямоуголь- 
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ныхъ или на два прямостороннихъ треугольника при помощи дуги 
СГ большого круга (фиг. 81), проведенной изъ вершины С къ 
Фиг. 31. 


с 


Ф В 


. Г. 


противолежащей сторонф А.В. Въ самомъ дБаЪ, если дуга СО 
образуете прямой уголь со стороною АВ, то прямоугольный тре- 
угольникъ АСД даетъ 
#т9 АТ=ют96 с03 А, с0 АСО=с06 419 А; 
если же, наоборотъ, дуга СГ проведена такимъ образомъ, что ея 
длина равна квадранту, то треугольникъ ВОЛ будеть прямосто- 
роннй, и онъ дасть 
софа 


т9 Вр= — 88 


откуда слфдуетъ, что углы, обозначенные чрезъ ф и Ф въ п’151, 
соотвЪтственно равны АД и АС, тогда какъ углы, обозначенные 
т$ми же буквами фи % въ п°152, соотвЪтетвенно равны ВД и 
ВСР. 

Способъ, основанный на разложени даннаго треугольника на 
два прямоугольныхъ или прямостороннихъ треугольника, который мы 
будемъ здЪфсь разсматривать, въ сущности не отличается оть только 
что раземотрЪннаго нами; однако, необходимо замфтить, что можно 
избъжать употреблен1я синусовъ и косинусовъ для вычислешя не- 
извЪстныхъ элементовъ. 

Раземотримъ, въ самомъ дфлЬ, тотъ случай, когда даны эле- 
_ менты @, 6, А. Обозначивъ чрезъ 9 перпендикуляръ СД, опущен- 
ный изъ О на АВ, рЬшимъ прямоугольный треугольникъ АОЛ при 
помощи формуль 


| {тд —=Нт96 008 А, 6044—6086 ат9 А, 

(1) | 2009 9—0 $ат9 4==608$ тб, 

послЪ чего изъ прямоугольнаго треугольника ВСО, въ которомъ 
извЪстны гипотенуза & и сторона 9, опред$лимъ три элемента 


19 ВС)= — Нид ВБ 08а, 
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СОВТ-В паи 180°_Б, ВО = (6—9), ВОО= =(0-9} 


мы можемъ приложить къ рЪшеншо треугольника ВСР вторую си- 
стему формулъ, относящихся къ первому случаю прямоугольныхъ 
треугольниковъ, и такимъ образомъ будемъ имфть, волдетве не- 
опредфленноети знаковъ разностей с 


{ ый 
| #10 (45°—Н 1 В) = ку 9 ь 


Ф. О—: 


тд (а—@9)> 


(2) | шп с —ф)= = Умка @)миуКа-Е0), 


8—8) 
| ит9(ОС—ч)= у о. 


Чтобы получить аналогичныя формылы, которыя соотвЪтетвовали 
бы случаю, когда даны А, В, а, достаточно, въ формулахъ (1) п 
(2), замЪнить 4, В, (С, а, $, с, $, %, 9 соотвфтственно пополне- 
вями ©, 6, с, А, ВБ, (0, 4%, ©, 6. 
Рьшене при помощи этого послфдняго способа, очевидно, ме- 
нфе просто, ч$мъ при помоши предылущаго. 
154. ПрРимъРЪ. — Даны стороны а, 6 и уюль А, противоле- 
жачий первой сторон, а именно: 
9115 2.50.64. 
р== 8259728", 40, 
=116`20’. 2,20; 
требуется вычислить флы В, С и сторону с. 


ОБРАЗЕЦЪ ВЫЧИСЛЕНИЯ. 


Вичисленме ума ВБ. 


ВЕ зто т А 
57а 
НЫЙ 1,9964245 
—095т4 .......-ььннннье 0,0361320 
ОЗНА аль мы 1,9524164 
093т В....... а 1,9849729 


{75° 051.605 Ш 
104759’ 8",40—180°— 1. 
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Вычислене уфмла С. Вычислене стороны с. 


р ая СА + = 
Я ан 7% 58 
608 & 19 №М=8то зт А итд Р, 


О—Ф=Р. ФМ. 
сы ю95тФ......... Ив К т 415 
104-—0Ё А ............ 1,6945773 р а 
а ИО - 
—4096036............. 0,8934910 |” - 
109—т9ф а лнаннннни: 0,5880688 | 
09—#19%........... 0,5880683 |0 тдо....... лана. 0,5869092` 
Ч... 104°28'36",44 ее 106°11747",85 
и ет понес ел 1,9964245 
—409—0034.......... 0,4072468 | Ю95тА.......ззелнинлинани 1,9524164 
Е Ол. 1,8348645 
мото Ра... 1,8848645 е а На 
а 5 
и к. 34°21'37",95 е о 
В, 31°17/16",79 
ЕВ 19 659 ‚19 == М.......... Е 
| 138°50/13",69 | 137°29' 4", 64 


Первое ртъшене: 
В==15°0'51",60, С=170°6'59",19, се—174°54/31",06. 
Бторое ръшетне: 
В=104°59'8',40, 0—138°50'13",69, 6==137`99'4".64. 


Изслльдованйе случаевь, допускающихь два ръшеная. 


155. Два послЪднихъ случая сферическихъ треугольниковъ един- 
ственные, которые могутъь допускать два рёшен!я, и, при томъ, не 
всегда. Формулы, относянияся къ этимъ двумъ случаямъ, указы- 
ваютъ на число р5шешй и опредфляють элементы каждаго изъ нихъ; 
однако не безынтересно разсмотрЪфть различныя обстоятельства, этихъ 
двухь задачъ; но такъ какъ онф, какъ мы уже говорили, немед- 
ленно приводятся одна къ другой, то мы ограничимся здфеь раз- 
смотр5шемъ того случая, когда даны дв стороны а, би уголь 
противолежаший одной изъ нихъ. 


сё М | #19 3= 0196 с08 Аз 5% А 009%, 
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Если а=0, то также и А=В, и формулы Нэпера даютъ 
01 (= 19 А 05а, 19 16=794 008 А. 
Для возможности задачи, необходимо и достаточно, чтобы 419. А. 
и 05а, 03 А и \тда имБли одни и ТБ же знаки, т. е. если 
А>>90°, то и а>>90°, и если А< 90°, то и а< 90°. Задача имфеть 


только одно рзшене. р 
Перейдемь къ общему случаю. Лля возможности задачи не- 


„‚ этот А „ 
обходимо, чтобы дробь —___— была меньше 1; если это усло- 
в1е выполнено, то будуть два значеня для В, удовлетворяю- 
, : тб т А й 
щихь уравнено т В и: одно М меньшее 90 градусовъ, 


а другое М’ равное 180°— И. 

Чтобы одно изъ этихъ значенй В отвфчало вопросу, необходимо 
и достаточно (п° 149), чтобы разности 4А—В и а—5 имфли одинъ и 
тоть же знакъ. Такимъ образомъ, чтобы М отвфчало вопросу, не- 
обходимо, чтобы разность А—1{ имБла тотъ же знакъ, что и раз- 
ность а—6; точно также, чтобы М’ отвЪчало вопросу, необходимо, 
чтобы разность АМ’ имфла тоть же знакъ, что и а—$. 

1° Пусть А < 90° иф<90°. 


806 зп А. 


Если а < 6, то формула т В= — = — 


даеть М> А и, подавно, 
М’ > А; слфдовательно, будуть два ршешя. 

Если а>>6, то можеть быть 

а--$<180°, а $=180°, а--0>180°. 

Въ первомъ случаЪ, имфемъ $<180°—4&, 5т6< та; тогда М<А; 
но такъ какъь М’ А, то существуеть только одно рёшене. Въ 
случаЪ, когда а 6=180°, 6—180°—&, з®0=5та; тогда М=А 
и М’>> А; сл6довательно, нЪтъ ни одного рёшешя. Въ случаЪ, 
когда а-- >> 180°, >> 180°—, 56 >> эта; тогда М> А и, по- 
давно, М’ >> А; слБдовательно, нфтъ ни одного р5шевя. 

2° Положимъ А 90° и 6—=90°. 


5%6 эт А 
— ла Даеть еще М> А, и, слЪдовательно, 


М’`> А, если только @ не равно 90 градусамъ, въ каковомъ слу- 
ча М=А. Такимъ образомъ будуть два рьшешя, если а < 90° 
и ни одного, если а= или >> 90°. 


Формула 5% В= 
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3° Положимь А < 90° иф`>> 90°. 
Если «< 6, то можетъ быть 
а--5<180°, а--6=—180°, «+ 6>180°. 

Въ первомъ случаВ имфемъ 6 < 180°— а, 5% эта: тогда 
М> А и, тБмь боле, М’> А, слЪдовательно, существуютъ два 
р5шеня. Въ случа, когда а 6—180°, 6—180°—, зт=зта 
имземъ И=А, М> А; слБдовательно, будетъ а одно ее. 
не. Въ случа, когдаа--6 >> 180°, 6 >> 180°—а, 5т%5 < та, имЪемъ 
М < 4; но М’>> А, сл$довательно, будетъ одно ее, 

_ Если а, то зта< 9тф, такъ какъ аи больше 90°: 
тогда М> А, и, подавно, М> А; нёть, сл довательно ее 
одного р5шевя. 

Точно такъ _ р случаи, если предположимъ 


( 

Е В Век 2 р5шевшя, 

р ры а 1 р5шеше, 

а<6 и а-6<180°........ ‚.. 1 р5шевше, 

@>6 и а — или >>180°. ни одного; 

о Г 

А<90 Е | О асстасе 2 р5шешя, 
ОИ, ое ни одного; 

| а<36 и а <180°........... 2 р5шеня, 

>90? | а и а = — >180°. 1 р$ёшеше, 

| [ @= или >56 о ни одного; 

Е о: А Я ни одного, 

< 90 а>6 и а-16<180°........... 1 р5шенве, 

= а>60 и а = или >>180°. ни одного; 

С Е безконечное чи- 

А—90 $—90 сло р5шенй, 

О ПН а ни одного; 

| а<6 и а--6 = или < 180°. ни одного, 

>90 ) а<6 и а >180°........... 1 р5шеше, 


а Ме ня ни одного; 
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( | а—= или < 0... енееененньь ни одного, 

< 90° { а>5 и а = или <180°. 1 р5шене, 

> и а >180°......... 2 рфшевя; 

| О ] И а ни одного, 

А>90° - | о 2 ршеня; 
а<3® и а = или <180°. ни одното, 
№ 1 р$шене, 
о — с и. а 1 а. 

| | ан анк еаунемлен к 2 рёшешя. 


Задачи по сферической триюнометраи. 


156. ЗАДАЧА [.— Вычислить объемь нажлоннало пароллелептитеда, 
зная длину ею Ре и лы, составляемые этими ребрами. 

Пусть будуть а, 6, 1 три ребра, которыя сходятся ВЪ одной 
изъ вершинъ а. Изъ этой вершины, какъ изъ центра, 
радтусомъ, равнымъ единицф, опишемъ шаровую поверхность, кото- 
рая пересфчетъь плоскости, ограниченныя ребрами бит, | ич, 
аиб, образуя, такимъ образомъ, сферическай треугольникъ. Стороны 
а, ©, с этого треугольника будуть составлять данные плоск1е углы 
треграннаго угла, который имфеть вершину въ пентр$ шара, & 
углы А, В, С будуть равны двуграннымь угламь того-же тре- 
граннаго угла. 

Плошадь основашя параллелепипеда равна 9056; 
тельно, если Н обозначаеть его высоту, то искомый объемъ 7 бу- 


детъ 


селЪдова- 


ь У—абзтсх Н. 


Но если чрезъ вершину, изъ которой опущена высота Н, прове- 
демъ къ ребру а перпендикулярь Н’ и соединимъ основае БН’ 
съ основашемь Н, то эта поелЪдняя прямая образуетъ съ Н’ 


уголь, равный А, и изъ прямоугольныхъ треугольниковъ будемъ 


иИМЪтТЬ 
Н’=Чзтф, Н=Н’зт АЕ т т А; 


слЪдовательно, 
У—=аб1 516 те зт А. 


/ 
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Лалфе, полагая а--6-с=2р, будемъь имфть (1? 119) 


51 А— у 891( р) р— в) 
2 591,6 54% 6 ь 


———='././|—а—а——— 


6081 А= Е 
( \ тб те 


и, сл5довательно, 


2 к 
5% А=- И р (р—а)т(р—5)з(р— о); 
почему | 


9 аб эт ри р— а) т(а— 5) (р— 6); 
можно также написать (п° 110) 


—=@б —505* 
7: ву 1 605`а—605*6—605°6—-9 6054 605 с08с. 


ЗАМВЧАНЕ.— ели взять шестую часть этого выраженя, то бу- 
ти имфть объемъ тетраэдра въ функщи трехъ а ы 
т а. а. а, 6, 1, и трехъ угловъ а, 6, с, которые 

у эти ребра. Отсюда легко вывести выражен!е объема тет 
раэдра въ функши шести его реберъ. 


ой . ЗАДАЧА П.— Привестии Уюль ко юризонту. 
ть ы что наблюдатель, помфетивиийся въ точкЪ О 
(фиг. 32), измБрилъ углы, образуемые вертикалью ОО’ съ лучами 


Фиг. 32. 


0 


Ве ОРи 00, направленными къ двумъ неподвижнымъ точкамъ 
: ивы И ов те также изибриль уголь РОО, образуемый этими 
у _ зрён; требуется найти уголь Р’О’О’ представляющий 
проекцию угла РОО на горизонтальную ть —. 

Если вообразимъ себъ шаровую поверхность, описанную изъ 
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точки О, какъ центра, рад1усомъ, равнымъ единицЪ, то она будеть 
пересЪчена тремя плоскостями треграннаго угла О по линямьъ, об- 
разующимъ сферический треугольникъ АВС, стороны котораго бу- 
дуть равны измфреннымъ угламъ; тогда какъ искомый уголь Р’О’®’ 
будеть равенъ углу С этого сферическаго треугольника. Такимъ 
образомь мы приведемъ задачу къ одному изъ случаевъ сфериче- 
скихъ треугольниковъ, ршеве котораго мы дали Въ 1° 142. 

158. ЗАДАЧА Ш. — По даннымь широтамь и долютамь двух 
точекь на повержности земною шара найти разстояще между 
этими двумя точками. 

Пусть (фиг. 83) Р будеть сфверный полюсъ, Р’—южный по- 
люсъ, ЕСЕ’—экваторъ, и С—точка на экваторЪ, начиная отъ ко- 
торой отчитываются долготы. Предположимъ, что СЕ будеть направ- 


Фиг. 33. 


Ра 


Е’ Е 


р’ 


ленте восточныхь доаготь, а СЕ’ — западныхь долготъ. Пуеть 
РАСР’и РВОР’ будуть мериманы, проходяпйе чрезъ двф дан- 
ныя точки, которыхь извЪетны широты АС и БД и долготы ас 
и СО; пусть, наконець, А.В будетъ дуга большого круга, соеди- 
няющая точки Аи В. Въ сферическомъ треугольник РАВ мы 
знаемъ уголь Ри дв стороны, заключающия этоть уголь. Въ 
самомъ дфлЪ, уголь Р равенъ разности данныхъ долготъ, когда 
эти долготы 0бЪ восточныя или западныя; и тотъ же уголь Р ра- 
венъ сумм данныхъ долготъ или дополненпо ‘этой суммы до 360°, 
когда одна изъ долготь восточная, & другая западная. Кром$ того, 
сторона РА равна 90°— или -- широта точки А, смотря по тому, 
будетъ ли эта широта сфверная или южная, и точно такъ же сто- 
рона РВ равна 90°— или -|- широта точки В. 

Условимся, что долготы будуть положительны, или отрицательны, 
смотря по тому, будуть ли он® восточныя или западныя, и, равнымъ 
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. 
образомъ, что широты будуть положительны или отрицательны, 
р 
смотря по тому, будуть ли он сБверныя или южныя. Если 0боз- 
начимъ чрезь Си Г’ долготы точекъ А и В, чрезъ Хи ^” ши- 
роты тъхъ же точекъ, то сторону -4АВ== можемь вычислить (146 
и 147) по одной изъ двухь формулъ 
5). т (У (А — 
рр ци = 0) 
605$ 608% | 
Если воспользуемся первой формулой, то предварительно вы- 
числимь вспомогательный уголь ©, при помощи формулы 
тд о=еоф) с05([/— Г); 
напротивъ того, если желаемъ воспользова?ься угломь ® ‚ то выч 
слимъ его при помощи формулы 
(ТГ 
тд о== = Е \\ 608" 
(А — Е 
Положимъ, что уголь д выраженъ въ градусахъ, то, такъ какъ 


полуокружность земного мерид1ана равна 20000 километрамъ, длина 
АВ въ километрахъ будетъ: 


АВ = -Ж1000. 


159. Примвръ. — Требуется найти разстоянае между (.-Пе- 
тербурюмь и Вальпарайзо, зная что: 
Для С.-Петербурю (Обсервеитотля) 
сеЁв. шир. =^==59°56730", вост. долг. =Г==21°58'13% 
Для Бальпарайзо (Е. 5. Ат.) 
Южн. шир: —А’== —38°1'56'. ” запад. лол. == 18°51'90". 


Бычислене вспомочит. уфла ©. | Вычисленае разстояня х. 
#19 $==60$). с05(1/—Т,). сов — АИК -ЕФ) 
ле. .. 1,1624599. Е | 
В 7.3152455 ю95^.... .. ЕР 1,9372151 
| 095 0'-Ф).4.а 1,8067240 
09—ют9до.......... ‚ 1.077705 | о... 0,0030837 
с АЯ 6°49/”11" о 
109—605... еее. 1,7470828 
и а: 
13773 килом. 
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ь2 


Упражнен!я. 


Т. оказать, что, если соединить вершины сферическаго треугольника 
съ срединами противоположныхъ сторонъ дугами большихъ круговъ, то эти 
дуги пересЪкутся въ одной и той же точкЪ 0. Если % обозначаетъ дугу, 
которая соединяеть вершину 4 съ срединою стороны @, и если а’ и а” 
суть части о, заключающияся, первая между вершиною 4 и точкою 0, а 
вторая между точкою О и стороною а, то будемъ имфть 


Е 081 (6-с)со8(—<с) 
эх созта 


т 

9100 

т —2 с0$ 14. 
ы й 


9: 


|. Доказать, что болыше круги, проведенные чрезъ вершины сфе- 
рическаго треугольника перпендикулярно къ противолежащимъ сторонамъ, 
перескаются въ двухъ однфхъ и тЬхь же точкахъ. Найти длины ДУГЪ, 
заключающихся между одною изъ точекъ ихЪ перес$ченя и вершинами, 
или между вершинами и противолежащими сторонами. 

т. Р»шить прямоугольный сферичесвий треугольникъ, зная гипотенузу 
и радбусъ круга вписаннаго. 

Г’. Рьшить сферичесый треугольникъ, зная Уголъ, противолежащую 
ему сторону и сумму или разность двухъ другихъ сторонъ. 

\'. Рьшить сферическй треугольникъ, зная уголь, одну изъ прилежа- 
щихь сторонъ и сумму или разность двухъ другихъ сторонъ. 

\'[. Если въ сферическомъ треугольникЪ имфемъ 


т А __ з%В __ 880 
эта 80 88 
то двЪ изъ трехъ сторонъ соотвФтственно равны противолежащимъ угламъ, 
между тЪмь какъ третья сторона равна пополненю противолежащаго угла; 
кромЪ того, тангенсъ одной изъ дугъ 45°-Н1а, 45°-- 15, 45°--1е равенъ 
произведению тангенсовъ двухъ другихь дуТЪ. Требуется это доказать 
и р»шить треугольникъ, когда извЪетны дв» стороны, или одна сторона 
и сумма двухъ другихъ, или, наконець, одна сторона и разность двухъ 
другихь сторонъ. 

\П. Рышить сферичесый треугольникъ, зная суммы, получаемыя ОТЪ 
сложеня каждаго угла съ противолежащею ему стороною. Если, для крат- 
кости, положить 


Аа—180°2а, ВН=180°-96, С-о=180°--21 


а--6--1==20; 
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_ затфмъ, опредзливъ вспомогательный уголь Ф, заключающийся между ну- 
лемъ и 180 градусами, по формул 


У вотиоадрн Веоо 


5, 9165 


419 Ф = 


можемъ вычислить разности 4—а, В—5 Св по формуламъ 
ат 1(А— а) софа с08®, 
419 Б—6)=с016 с0з®, 
‚ 19 (С—в)== софт созФ. 
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ДОПОЛНЕНТЕ КЪ ТЕОРШИ КРУГОВЫХЪ ФУНКШЙ. 


О мнимыль выраженяль. 


160. Обозначая чрезъ 7, какъ принято, выражение И бу- 
демъ называть выражешемь мнимымь всякое выражене вида 


А ВЬ, 


тд Чи В количества вещественныя положительныя, отрицатель- 
ныя, нуль. 


Когда мы знаемъ заранфе, что два вешественныя количества 
А’ и В’ соотвфтетвенно равны двумъ другимь А и В, мы гово- 
римъ, что выражешя А-- В и А’ В’ равны, 

Очевидно, что если мы перемножимъ почленно нЪеколько ра- 
венствъ вида 

А--В:—=А’-- В’, 
разематривая # какъ вещественное число, то получимъ равенство, въ 
которомъ коэффищенты при однЪхъ и тфхъ же степеняхъ # будутъ 
равны; равенство не нарушится и тогда, когда понизимъ показа- 
телей #, превышающихъ 2, воспользовавшись для этого равен- 
етвомъ #——1. 

Каково бы ни было мнимое выражене А-- Бе, мы можемъ всегда 
найти такое яоложительное количество р и такую дугу а, что бу- 
демъ имЪть 

Ар с0за, В=р эта. 


Въ самомъ дЪлЪ, положивъ 


в=-+ УВ, 


Серре. Тригонометр!я. ; 15 


1 
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Ве. 
УВ” 


А 
605 @— == 


УР" 


91а = 


можемъ написать 
А-- Вр воза та 
ИЛИ 
А-Е ВУ=р (соза- эта). 

Когда мнимое выражен!е такимъ образомъ приведено къ виду 
р(соза-|- 51а), то положительное число р называють его модулемъ, 
а дугу а его аруументомь. 

Модуль всякаго мнимаго выражешя вполнЪ опредЪленъ, но аргу- 
менть его не вполнЪ опредфленъ, такъ какъ мнимое выражене не 
измВняется, когда прибавляютъ или отнимаютьъ оть его аргумента 
какое угодно цфлое число окружностей. 

Положительныя и отрицательныя числа могуть быть разсматри- 
ваемы, какъ выраженя мнимыя, которыхъ модуль равенъ ихъ абсо- 
лютной величинф, а аргументъ есть четное или нечетное число по- 
луокружностей, такъ какъ если положимъ, что А положительное 
число, то будемъ имЪфть, для всякаго цфлаго К, 

-- АА (со82т- 4 тж), 
—А=А [608 (24-1) (28-1) ]. 

Для того чтобы два мнимыя выражен!я были равны, необходимо 
и достаточно, чтобы ихъ модули были равны, а аргументы отлича- 
лись другъ отъ друга на кратное число окружностей. Предположимъ, 
въ самомъ дЪлЪ, что выражешя р(соза--1 а) и р’(еоза’ 6 это’) 
равны; имфемъ 

0608 @=р’ 608, рята=р’ та, 
‘и если сложимъ эти равенства, предварительно возвысивъ ихъ въ 
квадрать, то получимъ 
р'=р”", откуда р==р’; 


такъ какъ модули равны, то дуги аи а’ имфють одни и т$ же 
синусы и косинусы, сл5довательно, они могуть отличаться другъ 
оть друга, если они не равны, только на кратное число окружностей. 

Аргументы двухь сопряженныхь мнимыхъ выражен й такихъ, 
цакъ А-В и А— Ба, имбють одни и тЪ же косинусы, тогда какъ 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 195 


ихъ синусы равны, но съ обратными знаками; слЪдовательно, сумма 
этихъ аргументовъ равна кратному числу окружностей. 


Дъйствя надь мнимыми выражещями. — Формула Моавра для 
цълало и положительно показателя. 


161. ТеорЕмА.— Произведене двуль мнимыхь выражений будеть 
мнимое выражеше, модуль и аруументь которало соотвльтетвенно 
равны произведению модулей и суммъ ариументовь множителей. 

Разсмотримь прежде всего два мнимыя выражен!я 

соза--& зпа и с086--& 56, 


которыхъ модуль равенъ единиц. Если ихъ перемножимъ, то по- 
лучимъ 


(соза- зта)(со5 6-4 т) 
=с0$ а с086--4( 5% с056--с0за 306)? эта 6, 


или, такъ какъ 12— —1 


7 
(соза--& та) (с08 6-4 т) 
= (с03 а с05ф—-зта 5%) (51 4 с086--с08 810). 
Но мы знаемъ, что 


605 @ с08— та т —с08 (а--5). 
884 608-608 @ т = т (а- 5); 
саЪдовательно, можемъ написать 
(соза--1 5т а) (оз 6-8 5% 6) = 08 (а- НВ) (а). 
Пусть будуть даны теперь два мнимыя выражения р(с03а--# 54), 


0’ (6086--1 эт), которыхъ модули соотвЪфтственно будуть рир’; 
имБемъ: 


о(еоза- НЕ та) Жь' (с0о5 6-1 5%) 
==ро’Х (с0за-1 5та)(с086-- 95), 
и, слЪдовательно, 
р(соза--1 та) Жр' (08-1 515) 
== рр’ [с0з (а- В) в (а-Н5}]. 
Слвдстве Г.— Частное оть дълешя одною мнимаю выраженя 
на друрюе есть выражене мнимое, модуль и арименть которало 


^ 
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соотвютетвенио равны частному модулей и разности ариументовь 


дълимаю и дълителя. 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть будуть два выраженя: 


о(соза--1 та) и р’(с086-4& 55); 
имЪемъ 


т [с08(а—6)-Рази(а—6)]Жь' (в08 6-Е т) == р(соза-|-4 та), 


откуда тс 
и = [сова 6)вща—)] 

Сльдстыв П.— Модуль и аруументь произведеня какою уюдно 
числа мнимыхь выражений соотвттственно равны произведено 
модулей и суммью ариументовь сомножитпелей. 

Въ самомъ дфлЪ, чтобы перемножить два первыхь сомножителя, 
перемножаемь ихъ модули и складываемъь ихъ аргументы. Чтобы 
умножить полученное произведене на третьяго сомножителя, должно 
умножить его модуль на модуль третьяго сомножителя и сложить 
ето аргументъ съ аргументомъ третьяго сомножителя, и такъ дальше. 

Слъдстые Ш.— Чтобы возвысить мнимое выражене въ цълую 
и положительную степень т, должно возвысить модуль в. т-ую 
степень и умножить ариументь на т. 

Это непосредственно вытекаеть изъ слфдетвья П, если предполо- 
жимъ, что всЪ перемножаемыя мнимыя выражен1я равны между собою. 

Въ частномъ случаЪ, когда дано мнимое выражене соза-|-1 5т а, 
модуль котораго равенъ единицф, имЪемъ: - 


(соза-ёзта)”==еозта-- зна 


Это равенство и называется формулою Моавра. 

162. ТЕОРЕМА. — Модуль суммы двуль мнимыхь выражен со- 
держится между суммою и разностью иль модулей. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть даны два мнимыя выраженя 


р(соза--1 та), р’(соза зи) 
и положимъ 


В(соз АЕ т А) = (воза эта)’ (воза та’); 


будемъ имЪть 


› 
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В с05 Ар соза--р’соза,, 
В ут Ао та’ вв. 
Если сложимъ эти равенства, предварительно возвысивъ ихь въ 


квадратъ, и зат$мъ изъ обфихъ частей полученнаго равенства из- 
влечемъ квадратный корень, то получимъ 


в И-5 рр’ со5(а—а’) Ев”; 
слФдовательно, будемъ имфть 
В=Уб-)? или =, 
В=УуС -в’)? или = = (0—5’). 
Отсюда выводимъ болЪе общую теорему: 


Сльдотвие.— Модуль суммы какото уюдно числа мнимыхь выраже- 
ий не можеть превышать суммы модулей зильть же выражений. 


Умноженае дул. 


| 163. Формула Моавра даеть непосредственно значеня с08тд И 
5плиа въ функщяхъ с054 и па. Въ самомъ дЪлф. если разложимъ 
правую часть равенства 


созта-|- зтта=(с0за-- та)” 


и затЪмъ понизимъ показателей е превосходящихъ 2. воспользовав - 


шись равенствомъ = —1, то получимъ 
соззпа- ата 
7 90— 
со" а — == 05” За эта 

т(т—1)(т—2)(т— 8 . 2 
+ 8) 8а—... 

1.2.3.4 
т г (и —1 (м9) р 
НЯ оз а та - оз 605” ‘а зи а 


т... (т—4 : р 
——- се отр тб —.. . : 


слЪдовательно, будемъ имЪть 
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: (т — 1 = | 
возта=с05"а — } оз" пт? а 


ий 
91— —9)(9и— : 
с И унив) со” — ат а—... 
1 - т(т—1)(т—2) а 
о зтта=т с05" 1 эта — а с05”—"а 5 @ 


ой (т— 1)... (т—4) 


А 605" Заза .... 
Троаь 


Эти формулы дають значешя созта и зтта въ функщи с054% 
и та. Замфняя послФдовательно а чрезъ У1—с0?а и с05 @ чрезъ 
У1— та, получимъ выраженя с057@ и зита въ фувкщи только 
или 603@, или а; дальше мы выведемъ Эти выражен!1я, а здЪеь 
ограничимся слЪдующимъ важнымъ зам чанемъ. . 

Члены правыхь частей равенствъ (1) всЪ 2-ой степени отноеи- 
тельно та и соза; первое изъ этихъ равенствъ заключаеть только 
четныя степени за и четныя или нечетныя степени с0за, смотря 
по тому, будетъ ли 1% четное или нечетное. Второе ‘равенство, на- 
противъ того, содержить только нечетныя степени ут и нечетныя 
или четныя степени с0з@, смотря потому, будетъ ли т четное или 


нечетное. Отсюда можемъ вывести заключетя: 


та ыраженныя въ функщи с05а, являются 


1° Что созта и 


та * . 

ифлыми ращональными многочленами; первый многочленъ т-ой сте- 

пени, а второй (т—1)-ой степени; всЪ члены каждаго многочлена 
7 

будуть одного изм5реня; 


зп та 
с08 4 


т число нечетное, выраженныя въ функщи $, являются цфлыми ра- 
цюнальными многочленами, первый многочленъ 1-ой степени, а вто- 
рой (и—1)-ой степени; вс члены этихъ многочленовъ будуть 
одного измфрешя. 
Если въ фермулЪ 
созта--4 эта (соза--4 эта)" 


} . 608 Та 
2° Что созта и ‚ если 7% число четное, или ити ——„,-› если 


зам$нимь & чрезь — а, то получимъ 

созта—4 зтта= (соза—@зта)"; 
и изъ двухь предыдущихь уравненй получимъ слфдуюцщйя два вы 
ражешя для созта и тта, которыя часто бываютъ полезны 
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(соза-ята)"--(соза—езта)" 


| = 
| 605 Фа == 9 . 
(5) ] (соза-1ята)”"—(с0за—ята)” 
я Вало. ыы. 
( 24 : 
ДЪля второе изъ уравненй (1) на первое, получимъ формулу 
ры ь (т—1)(т—2) : 
й "1, 914 (-— 1—3 1073 
И т с08" тата — о 608" за... 
созта ^_ Е Са те 
608” -— 603" 1а т Е 
1.9 и ь 
та т(т—1)(т— 2) 387 
ыы __ ижт-—Т)(т—2) а 
ИЕ 608 @ 1.2.3 60834 
не О аа. з 
ар 
1.2 ©08?а 
ИЛИ 
в т-— т— 
7190.0 4— тия) итдза-—... 
(3) тд та= —^ | тг = тх —5) 3). ——_, 
и(т— тр—1)(т—2)(т— : 
и И вы — п д“а— 
оь аа 123.4 т 


которая даеть выражене 9та въ рашональной функции #0 а. 


Дтьлене ду. 


164. Предположимъ, сначала, что требуется опредЪфлить 608——-=5. 
если извЪетно, что с0оза=А. 
Если въ первомъ изъ равенствъ (1) п°1683 замфнимъ @ чрезъ 


—_, авалёмъ с05 —^_, 5-9 $ Ут? 
о т › 58 —— и 608@ соотвЪтетвенно чрезъ 2, У 1—2 
и 4, то получимъ уравнен!е вида 

(1) Лар—/=о, 

гд$ Д2) обозначаеть многочленъ 7-ой степени, всЪ члены котораго 
одного и того же измфреня. Слфдовательно, задача зависить оть 
уравнен1я 1-ой степени, что можно установить & р7507ё. Пуеть а 
будеть какая нибудь изъ дугъ, косинусъ которыхъ будеть 4; зна- 


ченя & будуть заключаться въ формулЬ Эйл=а и мы удовлетво- 
римъ уравненю (1), взявъ для х косинусъ одной изъ дугь 


ш ‘т’т т ? 
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гдЪ й обозначаеть всегда пфлое число. Если въ одной изъ этихъ фор- 
мулъ даны числу # два значешя, разность которыхъ число орт Ое т, 
то получимъ двЪ дуги, которыя отличалотся одна отъ другой на цфлое 
число окружностей и которыя поэтому имфютъ одинъ и тотъ же коси- 
нусъ; слВдовалельно, достаточно дать числу # какихъ угодно 17 поелЪ- 
довательныхъ значенй, напримЪръ, 0, 1, 2...., и—1. Даже безполезно 
разсматривать 06$ формулы, такъ какъ если дадимъ ВЪ перо 
формулЪ # нЪкоторое значене 1’, а во второй—значеше и—й’, то 
получимъ дв дуги, сумма которыхъ равна 2т и которыя, велЪд- 
стве этого, имфють одинъ и тотъ же косинусъ. Поэтому неиз- 
вЪетное х можеть имфть 2 значенй, которыя вообше различны; 
‚ эти значеня будуть значенями косинусовъ 1% дугъ 
Ч Эт а 4 а 2(%—Пя = _® 
К т ° 
Слфдуеть замфтить, что если % будеть число составное ир, то 
р»шен1е уравненя (1) т-ой степени приводится зеорохЕтаенЯ 
къ рьшенио двухъ уравненй, одного я-ой, а другого р-ой степени. 


ил Е 
, — =, то будемъ имЪть 
Если, въ саМОмЪ дЪлЪ, положимъ 608 — = У, уд 


для опредЪленя л уравнеше р-ой степени 


(а) —у=0, 
_гдф у опредфляется изъ уравнен!я я-ой степени 
9()—А=0. 


Уравнене же (1) можно получить чрезь исключене у изъ этихъ 
двухъ послфднихь уравненй. Точно также, если бы ® было число со- 
ставное 47, то рьшеше уравнен!я ©(у)—А==0 приводилось бы тъ 
рЪшениюо двухъ уравненй 4-ой и 7-ой степеней и такъ дальше. 


А ы . Е» 
165. ОпредЗлимъ теперь 5т „ —4, если знаемъ, что та—=А. 
Если во второмъ изъ равенствъ (1) п”163 замфнимъ @ чрезъ 
Г . [и . ЕЯ, и 
—^_, затмъ 5т-—_, 08 и эта чрезъ 2, Ия и 4, то по 
т? ИД т 
лучимъ, если т число нечетное, уравнене вида 
Из) — А=0, 


гдЪ /(х) обозначаеть цфлый ращюональный многочленъ 1-ой сте- 


ГЛАВА ИЯТАЯ. ; 9 (1 


мы 


пени, всЪ члены котораго будуть нечетнаго изм$рен1я; мы видимъ, 
что задача зависить отъ уравненя 7-ой степени. Но ес 
четное, то получимъ уравнене вида, 

\ 


ИГ /а=А, 


тгдЪ /(2) обозначаеть многочленъ (*—1)-ой степени, вс члены ко- 


ЛИ 2% число 


_тораго будуть нечетнаго измфрешя. Возвышая въ квадратъ объ 


части уравненя, получимъ 


(1—2 [Ар А=0; 
мы видимъ, что задача зависить оть уравненя 9%-ой степени. 
Впрочемъ, степень этого уравненя можеть быть понижена ДО 2, 


если положимъ и такъ какъ оно содержитъ только четныя сте- 
пени 5. 


Мы придемъ къ тому же заключению при помощи разсужден!й, 
которыми уже раньше воспользовались. Если обозначимь чрезъ 
а наименьшую положительную дугу, которой синусъ будеть А, н 
чрезъ Ё какое угодно цфлое число, то значеня х будуть синусами 
дугъ | 

РА И 


. — 


778 78 77 718 


Достаточно числу К дать т послфдовательныхъ значенй, напри- 
мЪръ, 0, 1, 9,..... т—1., такъ какъ двумъ значенямъ №, отли- 
чающимся другъ оть друга на цфлое число т, соотвфтствують 
въ каждой формулЬ двЪ дуги, которыя имфютъ одинъ и тоть же 
синусъ. ЛвЪф дуги, опредфляемыя по одной и той же формулЪ, не 
могуть имБть одного и того же синуса, пока дуга а остается не- 
опредЪленной, такъ какъ разность этихъ дугь меньше Эк, а ихъ 
сумма, зависящая отъ я, не можеть быть вообще. приведена къ не- 


четному числу полуокружностей. Посмотримъ, могуть ли двЪ так1я 
дуги, какъ 


2 т а ЕТ а 
ЕВ дем ИВА 


7 И) И) 18 ? 


иИМЪТЬ одинъ и тотъ же синусъ. Разность этихъ дугъ зависитъ отъ 
«и она вообще не будетъ кратнымъ числомъ окружности; ихъ 


сумма равна 
2-2 и-1 ` 
7 : 
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и она не можетъ быть кратнымъ числомъ полуокружности, если 2% число 
четное, слЪдовательно, въ этомъ случаЪ, х можеть имфть 2% раз- 
личныхъ значен!й. Но если 7% число нечетное, то можно всегда, каково 
бы ни было число Ё, заключающееся между нулемъ ии, найти цфлое 
число 2’, заключающееся между тфми же пред$лами, и такое, что 
будемъ имЪть 
2А--2'--1=7 или 37, 

то есть 


—1 8т-—1 
МЕНЕ И 


—&; 


‘лЪдовательно, если 2 число нечетное, то х можеть имЪть только 
т значенй. Легко убфдиться въ томъ, что 7% дугъ каждой формулы 
имфють въ случаЪ, когда 2% число четное, синусы по-парно равные, 
но имфюние обратные знаки. 

Задача, только что разсмотрЪнная нами, даетъ поводъ къ т$мъ же 
замфчанямъ, что и предыдущая; но мы ихь не повторяемъ. 

166. Можно также убфдиться, что если данъ с0за, то опредЪлеше 


зт-“ зависитъ отъ уравнен!я 2-ой степени, и что если данъ 50% @, 
т 


. [2 . => =? 
то опредфлеше с05 „_ зависить оть уравненя той или 2т-ой сте- 
пени, смотря потому, будеть ли т нечетное или четное. Наконецъ, 
. а 
когда данъ Фада, то опредфлеше $9 -— зависить во вехъ слу- 


чаяхь отъ уравненя 7-ой. степени. 


Рищене двучленналю уравненя "= 1. 


167. Постараемся опредфлить корни двучленнаго уравнен!я 
(1) И | 
Если предложенное уравнен!е допускаеть мнимый корень, то этотъ 
корень будеть имфть молулемь единицу (161, Олюдетее 111) и 
будетъ, слБдовательно, вида 605 ф--15т. Чтобы это выражен1е ДЪй- 
ствительно было корнемъ, необходимо и достаточно, чтобы 

созте-ымттч=Т, 

то есть 


608То—1, то=0, 


ь> 
> 
©> 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 


ИЛИ 
2 т 
т ’ 


то Ак и Ф= 


гдЪ А обозначаеть цфлое число. Сл$довательно, уравнен!ю (1) удов- 
летворяютъ всЪ значешя 2, заключаюцляся въ формулЪ 

О о С 
(2) #==608 5% : 
77% 7] 


Чтобы два значення й’ и №" числа К соотвЪфтетвовали двумъ 


равнымъ значенямъ 2, необходимо и достаточно (п” 160), чтобы раз- 


2 ' ЗЕЕ 
ность аргументов —=_, = ь была кратнымъ числомъ Эт иди, дру- 


гими словами, чтобы разность #.—#"” была числомъ кратнымъ 2. И 
такъ, формула (2) даетъ и различныхъ значешй для 2 и ни коимъ 
образомъ не больше 7; мы получимъ эти значеня, давая # какихъ 
нибудь 2 послФдовательныхъ значенй, заключающихся между — с 
и -- <, напримЪръ, 

А Ам 


Уравнене (1) иметь одинъ или два вещественныхъ корня 
смотря потому, будетъ ли и число не четное или четное; мнимые корни 
будуть попарно сопряженные. Во всфхъ случаяхъ, получаемъ два, 
сопряженные корня, давая Ё лва дополнительныя значеня отно- 
сительно 2 въ формул (2); такъ какъ, если замфнимъ # чрезъ 
—й, то эта формула приметъ видъ 


2 Аг Ре 


у 


—-605 


Отсюда слфдуеть, что и корней уравнемя (1) заключаются 
также въ формулЬ 


| не. 
8==00$ —— == 159% 
® 


7% 


гдЪ достаточно дать А значешя 0, 1,2.,,..., —э_› если 21 число четное, и 


. т— 1 
значеня 0, 1, 2...., —5 если 7 число нечетное. Въ первомъ случаЪ 


т 
два вещественные корня соотвЪтетвуютъ #=0 и — во втТо- 


ромъ случа$ вещественный корень соотв$тствуеть #=0. 


ГЛАВА ПЯТАЯ, 


о 
> 
Сл 
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= 


будемъ имфть по формул Моавоа 
168. Положимъ, что 2 будетъ нечетное число 2-1; степень Е” форму з 


уравнешя =”—1==0 можеть быть понижена до и-ой степени. Въ 
0Ъ ‚ 2"(2—1), то 
самомъ лфлЪ, если раздЪлимъ обф части уравнешя на 2”(2—1), 


получимъ 
(ия НН" + и). На---Н; 


и если положимъ 


слЪдовательно, 7 корней уравнемя 2”"—=-] мозуть быть выражены 
тако: 


0 1 2 т—1 
а а 


1. е. чрезь степени одною изъ чить. 

2° Еели имфемъ и==ир, при чемъ * ир числа взаимно простыя 
между собою, то получимъ всЪ корни уравнешя 2”==1, умножая п 
корней уравневя 2”—1 на р корней уравневшя 2—1. 


1 - гп — 
а---- = И 2 —=,, 


то легко найдемъ 
И т. 


зе пользо- 
Такъ какъ мы имфемь 7, —=2 и Г, =, то можемъ, ны я 
вавшись предыдущею формулою, выразить посл$довательно Г,, Г,,..- 
въ функщи 2; такимъ образомъ найдемъ 


0 . 8% Ё: 
Въ самомъ дфлЬ, пусть будетъ ао р корень 


уравнен1я 2"? —1; такъ какъ % и р чиела взаимно простыя между 
собою, то можно найти два тая ифлыя числа ит, что 


7—2 2, 2 к Эт 
7, =2— 34 РЕ--И==Ё или - + ЕЕ — а 
У Де В 


и тогда будемъ имЪть 
2 Че - 2, .. Эм 
2 = | 05 —— 4 150 в ат — Е - 
Й) #\, » р 


откуда заключаемъ, что всявыЙ корень уравнен!я 2"? — 1 есть про- 
изведен!я корня уравнен!я 2”—1 на корень уравнен1я 2? = 1, слЪ- 
товательно, яр корней уравнешя г”? —=1 будуть произведения, кото- 


рыя мы получимь, умножая п корней уравнешя 2—1 на р кор- 
ней уравненя 22 = 1. 


ое» зоо ее 


и предложенное уравнеше преобразуется въ уравнене я-ой сте- 
пени 


Такъ какъ > 


то 


3 Алебрамческое рьшене уравнения г”—=1, 1дъь т число со- 
ставное, приводится къ ръшеню уравнений тою же вида, степени 


которыхь будуть простыя числа или степени простыхь чисель, 
Одълителей числа т. 


и, сл5довательно, 


Въ самомъ дЪлЪ, Пусть 1—1 4,..., гдЪ и, р, 4,... суть простыя 
числа или степени не равныхъ простыхъ между собою чисель; 
мы получимъ корни уравненя 2% == 1, умножая корни уравненя 2"=1 
на корни уравненя 22 —=1. Точно также мы получимъ корни урав- 
нен{я 2"2ч—1, умножая корни уравненя 2”Р=1 на корни уравне- 
ШЯ 21 —=1, и такъ дальше. Отсюда можемь заключить, что ‘всф 
различные корни уравнен!я 2”=1 получатся, если умножимъ каж- 


—1 
УБ ЗЕ | ..— ПОЛУЧИМ 
Давая числу А посл довательно всВ значеня 1, 2,..., Е. у 


вс$ корни уравненя 
9(#)=0. 


Й 2 —].—1° ` ОЖиИмЪ 
169. Свойства КОРНЕЙ УРАВНЕНТЯ 2”—1.—-1°. Если пол 


9т Е 
—60$ — Е #8 — 
(—605 ) 
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дый корень уравнен!я 2—1 на каждый корень уравненя 2? = 1, 
а затЪмъ каждый изъ вновь полученныхъь корней на корень уравне- 
Ша 2—1... 


0 правильныхь мноюуюльникахь. 


170. Возьмемъ окружность, раздфленную нат равныхъ частей, 
и соединимъь послЪдовательно точки дфленя, мы образуемъ правиль- 
ный вписанный многоугольникъ о т сторонахъ. Если ® есть число 
меньшее. м и съ нимъ взаимно простое, то соединяя точки дфлен!я 
чрезь ® точекъ или, что одно и то же, чрезь тп точекъ, мы 
придемъ въ точку отправлешя только послЪ того, какъ пройдемъ 
чрезь всЪ вершины; фигуру, которую получимъ, назовемъ яра- 


вильнымь звъздчатымь мноюуюльникомъ. Но если тип иМЪютТЬ 
7% 


общаго дЪлителя 9, то пройдемъ только чрезъ д веРШинЪ и полу- 


_ченная фигура будетъ правильный многоугольникъ только ов сторо- 
нахъ. Изъ этого мы видимъ, что существуеть столько правильныхъ 
многоугольниковь о 1 сторонахъ, сколько чисель взаимно про- 
стыхь съ 1 и меньшихъ половины 17. 

Задача дЪлешя окружности на т равныхъ частей приводится 
къ рёшенйюо алгебраическаго двучленнаго уравнен!я 


„1 
® == 7 


такъ какъ мы видЪли, что корни этого уравненя даны при посред- 
ств$ формулы 


Ок 


9 де ат 
0 1 92% 
её. 


о {г 
КромЪ того в есть дуга, сетягиваемая стороною многоуголь- 


ника, который получимъ, соединяя точки дълен!я чрезъ К точекъ, 
и, слБдовательно, мы можемь опредфлить тригонометрическля лини 
этой дуги, если рёшимъ уравнеше 2—1. | 
Наконець, мы видЪфли, что еели т есть число составное, то 
рЪшене уравнешя 2”=1 приводится къ рЪшен!ю уравненй того же 
вида, при чемь степени этихъ уравнен1й суть числа простыя или 
степени простыхъ чиселъ, дЪлителей числа 72%; слЪдовательно, задача 
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дфлешя окружности на т равныхь частей можеть быть также 
упрощена. | 


Разсмотримъ случай дБлешя окружности на 3, 5, 15 и 17 ра 
ныхъ частей. 


171. ДЪЛЕНТЕ ОКРУЖНОСТИ НА ТРИ РАВНЫЯ ЧАСТИ. — Оно завис 
отъ уравнен1я | к 


2°—1==0; 
исключивъ корень 1, получимъ 
гео, 
и, полагая 2-|- =, 
х—1=0. 


Горень этого уравнешя, равный—1, будеть со 2" (7 168) или 


о 
о 


п 


Е 9.08 — — 25% : 
5, Иди 2 5% с; сл$довательно, имфемъ 


е п 
2 5% —— = т 
6 


Получ | 
ученное число выражаетъ сторону правильнаго вписаннаго шести- 


угольника;, отеюда легко выводимъ выражеше для стороны равн 
сторонняго треугольника. йе 


172. 
ДълеНтЕ ОКРУЖНОСТИ НА ПЯТЬ РАВНЫХЪ ЧАСТЕЙ. — Оно зави- 
сить отъ уравненя 


2°—1==0; 
исключивъ корень 1 : и 
| р и полагая 2--- =, получимь 
а а—1=0, 
корни котораго равны (п° 168) 
Эх 
2 605 —, Э5т = 
5 э 
или 
25%, Эт зе 
- 10 10 ` 
Кром того, ршая уравневше, найдемь д — —1-=У5 слЪдо 
тельно, | . | Е 
9 588 — — ВНИЗ 2 58 и 1-ЕУЗ 
10 Ей т. 5% 
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Эти числа выражають стороны правяльныхъ десятиуголуниковъ вы- 

пуклаго и звЪздчатаго; не трудно получить числа, выражающия 

стороны правильныхъ пятиугольниковъ выпуклаго` и звЪздчатаго. 
173. ДЪлЛЕНШЕ ОКРУЖНОСТИ НА ПЯТНАДЦАТЬ РАВПЫХЪ ЧАСТЕЙ. — Оно 

зависить отъ уравнен!я 

(1) #"'—1==0, 

изъ котораго должно исключить корни уравнешй 2—1=0 и. 


(22 —1)(2*—1) 


174. Дълен ОКРУЖНОСТИ НА СЕМНАДЦАТЬ РАВНЫХЪ ЧАСТЕЙ. — 
‘Оно зависитъ отъ уравненя | 


2 — 1—0 

Если раздлимъ первую часть уравненя на 2—1 и зал®мъ примемъ 
1 —/ 

| #-|-- — 7, то получимъ 


в . аб-на" — 12—61 52^--104°—104°—42--1==0; 


2-—1==0; раздфливъ поэтому данное уравнен1е на, —- ‚ полу- примемъ для краткости 
ут я) % 
ЧИМЪ Е 
: 1 
(2) а—иеаЧи #0 


| | корни ‘уравнен!я (1) тогда будуть 
Наконецъ, если раздфлимь лЪвую часть уравненя на 2“ и поло- 
26054, ‹ 26053а, 2360884, 9 с08Та,. 


1 
жимъ 2-—--— =, то получимъ с 
ре Г. ] ту 26054 а, 20085а, 200834, 96056а. 


(3) аа -ая--1=0 


корни этого уравненя будуть (п? 168) 


Положимъ 


У:==2 с08@& --2 с058 а--2 с084а-1-2 с059, 


а фа т Е Ч, =2 с083а--2 созТа-Е 2 соз5а--2 соб а; 
2 608 —, 2605 - =, 2608 =, 2 в08 —, 
15 В) 5 15 Я ре, что у, и у, суть корни уравнен1я второй степени, к0эф- 
или ы . ы фищенты котораго цфлыя числа. ДЪйствительно, на основан!и урав- 
о бе, би, Е: нен!я (1) имфемъ сначала, 
80 30 30 30 


уу, = -1; 
затБмъ, перемножая у, и 9,, преобразовывая произведен1я косину- 
совъ въ суммы по изв$етнымъ формуламъ и принимая во вниманше 
тождество с05(17—т)а-=созта, найдемъ 
119,=4(2 соза--2 созЗа--2 с084а--2 с053 а 
-2 с053а-2 созТ а 3 с085 чт 605 64) 


и, въ силу уравненя (1), 


Эти числа по абсолютному значению выражаютъ стороны правиль- 
ныхь многоугольниковь выпуклаго и звфздчатаго о тридцати сто- 
ронахъ. 

Пятнадцать корней уравненя (1) получаются отъ умноженя кор- 
ней уравненя 2°—1==0 на корни уравненя #2—1=0 @` 169); 
отсюда легко заключаемь, что восемь корней уравнения (2) получа- 
ются оть умножешя двухь корней уравнешя 2*--2--1=0 на че- 
тыре корня уравнешя 2“-2“--2’-|-2--1==0, которые мы можемъ 


легко найти; такимь образомъь мы опредфлимъ восемь корней ‘урав- $ Уз ‘ 

ел 
неня (2) и, слфдовательно, корни уравнения (3). Между прочимъ довательно, у, и у, суть корни уравнев1я 
очень простыя соображеня позволяють убфдиться въ Томь, что (3) (2) у 4=0. 


уравнене есть результатъ исключешя у изъ двухъ уравненйй Положимъ теперь 


= 2 ыы 
такъ что рЬшен!е его приводится къ ршеню двухъ уравнев!й вто- 
рой степени. 


и. =2 с084-|-2 с054 а, 
и,=2 0083 а--2 0554, 
=2 058 а--2 с083а, 
и. —=2 с051а--2 с056а; 
Серре. Тригонометрая. 14 


9 


— 
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нахолимъ сначала, 
ии, =, 


и; 
затфмъ, умножая и, на и, №, па %, и преобразовывая произведения, 
косинусовъ въ суммы, найдемъ 

и = ==9 с084-2 с088а--2 с054а-|-2 6083 а 
4-2 с0з3а--9 соз7а--2 соз5 а-{-2 с08 ба, 
и, слЪдовательно, 


ЩЕ 
Отсюда слёдуеть, что числа % и м,, и, и м, суть соотвЪтетвенно 


корни уравнен!й 
[4—уи—1=0, 
(8) | — у, и—1=0. 
Положимъ, наконецъ, 
2.==2 6084, 1,=2 00844, 
2,=2 6053 а, Х.=2 60854, 
1,=2 6058а, Х.—= 60834, 
21,=2 60514, 1,=2 60864; 
имфемъ сначала, 


аа, =, 
а. =и,, 
2.4 =и., 
а, 


и если преобразуемъ произведешя 2.х,, 2.2, 2.9, дах, въ Суммы 
косинусовъ, то найдемъ 


т, — И», 
1.1%, — Из, 
ЕЙ 
=; 


слёдовательно, числа 2; и ль, 2, Их, м, и, 2, и @, будуть 
соотвЪтетвенно корни уравнений | 
д ия и,=0, 
й о 
3° т 
д —ща-и=0. 


ыы 
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Два каюмя угодно изъ чиселъ ч, %., %,, и, могутъ выражаться 


ращюнально одно при помощи другого; въ самомъ дфлб, мы нашли 
два соотношеня 2 


Ч и— — 1, 44 =—1, 
и если мы Составим произведеня „и, и и,, то преобразовавъ въ 
сумму произведеня косинусовъ, найлемъ 
ИИ =, —и—1, 1, = -—и-—1; 
изъ этихъ формуль и предыдущихъ получимъ 
—1 и.—1 
— № ды № %.—1 %,—1 
о, м, И Е 
и,--1 Е и:-1 Е к 
что даетъ намъ возможность напис н 
ать уравненя (4) слЪ 
образомъ . а 


мт 
х—иа-- з- — 0, 


(5) : 
ре 
я—и,х-- и == 0% 
гы 
и те = 


Уравнен1я (3) выводятся одно изъ другого при помощи пере- 
становки чисель у, и у,; точно также уравнен!я (5) отличаются 
пругъ отъ друга только значенями корней и, которыя въ нихь 
входятъ; отсюда сл$дуеть, что р+шене уравнен!я (1) приводится 
къ р5ёшеншю трехъ уравненйй второй степени 


у--у—4=0, 
(6) и —уи—1=0, 
м т 
2 —их-- „ны = 0; 


и, дЪйствительно, мы получимъ уравнеше (1), исключая у ии изъ 
уравненй (6), въ чемъ легко УбЪдиться. Такъ какъ задача дЪле- 
ня окружностей на семнадцать равныхъ частей зависить только. 
оть уравнени второй степени, то это дЪлен1е можеть быть выпол- 
нено при ть линейки и циркуля. Мы не можемъ указать здЪеь 
тВхъ основан, которыми мы руководились въ предыдущемъ ана- 
лизЪ, и ограничимся лишь замфчашемъ, что эти основан! я приводять 
къ сл$дующему замфчательному выводу: окружность можеть быть 


* 
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лы 


раздълена на п равныль частей при помощи линейки и циркуля 
во вслъхь тиьжь случаяжь, кода т число первоначальное и 1—1 5 
степень 2. Наименышя числа, которыя удовлетворяютъ этому лвой- 
ному условшо будуть 3, 5, 17, 257, 655871. (Смотри мой (оитз 
а’ А1дёбте зиречеите, изд. 4, т. П). 


Рьшеше двучленныль уравненй общело вида. 


175. Постараемся теперь рфшить двучленное уравнение обттато 
вида 
: ”— А-В, 
гдь Аи В данныя числа положительныя, отрипательныя, нули. 
Если обозначимь чрезь р и а модуль и аргументь выражентя 
А Ви, то уравневше приметъ видъ 
(1) "== 0(с0за--4 та). 
Положивъ 
(2) 8==17(6059-—1 50), 
74 
будеть имЪть = 
РО а"==у" (созтф- а это). 
ва равенства 
— м —р, тф=2 би-а, 
необходимы и достаточны (п°160) для того, чтобы значене (2) 
удовлетворяло уравненшо (1); отсюда 


р жа 

и—ур, 9— т . 

СлЪфдовательно, корни предложеннаго уравнен1я даются формулой 

"Г Оба Г а 2-а 

оу не НН), 

гдЪ Л цфлое число. 
Для того, чтобы два значеня } соотвЪтствовали двумъ равнымъ 

значенемъ 2, необходимо и достаточно, чтобы ихъ разность была, 

кратнымъ числа 7; уравнен!е (3) имфетъ, какъ это и должно быть, 


т различныхъь корней, которые мы получимъ, давая р какихъ 
угодно и поеслздовательныхт, значешй между — © и ©, НЗ 


прим ръ. 
римзр 0, 1, 9,.:., ШИ, 
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Формула (3) можеть быть написана такъ: 


17% 


4 Е 2 Ат 9 фк 
ыы У 605 — 15% —- || 605— АТ Вых 
5 т и. 7 т 2 


7% 
т 


= $ нее 
о | 6085 — --в5%и — есть одинъ изъ к Й : 
р ть — ь орней уравненшя (1), 


Пг. с 9 д 
08—— -- 25 т. есть выражеве 7-ыхъ корней единицы, откуда 


слфдуетъ, что мы получимь ® корней уравнения (1), умножая одинъ 
изъ нихь на т т-ыхь корней единицы. Согласно п°167, можно 
еще представить корни уравнения (1) при помощи формулы 


77 
— и. к с бт 
(4) = у? 605 —-|-1 5% — || с08=— = 15]. 
т т т 


7% 


: И 
гдБ достаточно дать # значешя 0, 1, 29...“ ‚ если 17% число четное, 


> 


: т—1 
й эначешя о, 1,2... —5_, если 2 число нечетное. 


Въ частномъ случаЪ, когда В равно нулю, имфемъ р==А или 


р—— 4, смотря потому, будетъь ли „А положительное или отрица- 
тельное число; можно принять а=0 въ первомъ случа и а=т во 
второмъ случа. Поэтому корни уравнен!я 


"= РА 


будуть даны или формулой 


(5) 2 = У" 757 - — д 


1 


въ которой должно дать и значен 0, 1,2...., 1, или фор- 
мулой | 


те 2 фк ` 26 
6 ЕЕ , = ею 
(6) У ( ее ). 


гдЪ достаточно дать значен1я 0, 1, 9, 


т 
.... 5. ССЛИ 2 чиело чет- 


: т 
ное, и значеня 0, 1,2,,..., —э_› если т чиело нечетное. 


Корни уравнен!я 
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даются или формулой 


и №: ея 
(7) и У, ВА ат 
въ которой должно дать # значешя 0, 1, Вече, т—1, или фор- 
мулой 


в = У В = 15% — , 


т 
1 ——1, если 
въ которой достаточно дать й значения 0, 1, 2...., 5 1, 


т—1 Е 
] нечетное. 
т число четное, и значешя 0, 1,2,..., —э_› если т число 


Рьшене трежчленныхь уравнении. 


176. Пусть дано трехчленное уравнен!е 


(1) 2" ра"--1=0, 

гдЪ ри обозначаютъ данныя числа; изъ него получаемъ 
р 2? 

(2) и =/ =-— Ч, 


и приходимъ къ рзшеню двухъ двучленныхъ уравневй. о 
Разсмотримъ въ частности тоть случай, когда ри 9 чи 
шественныя и 


1—0; 
пусть ее : 
= +/ 1- — 9==р(еоза-- 68); 
уравнен!е (1) приметъ видъ 


2”"— 9 ра" сова р*= 


. о ° 
а уравнене ( ) 2*—==р(с08 4—4 та). 


25% ся въ формул 
Корни уравненйя 2”==0(с0за-|-45та) заключают форму 


Г Обь Е 
2=Уб (ры 2 


Тм — —5та), 
но эти корни сопряженны съ корнями уравненля # 0(с08 @ ), 
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слЪдовательно, вс 2% корней разсматриваемаго уравнен!я заклю- 
чаются въ формулЪ 


# = У" Е жю ть “) 


гдф достаточно для Ё взять тж ифлыхъ посл довательныхъ чиселъь. 


Формула Моавра для всякало показателя. 
177. Равенство 
Е [2 о а 
в05а-- та = с08— 5% — 
$ (оз и ЕЁ — ) 
а А [7 + 
показываеть, Что 005 — | 75% —_ есть и-ый корень изъ с05а-|- 


© 3 та . . т4 [2 
--5та; точно также 605 —— -- 15% — есть п-ый корень изъ созиа 


-Ызиита или изъ НА, о можно написаль 


Ут» а та)" 05 а 85% — а, 


ИЛИ 


97% 
а ВС 7% о 7 
605 4-2 5\а)” — в08— 7% —— (4. 
(соза- та) 608—— @-- 15% — а 
Это формула Моавра, распространенная на случай, когда показатель 
т : 
дробный — =; НО сл$дуеть замфтить, что правая ея часть представляеть 


только одно изъ % значенй, которыя можеть принять лЪфвая часть. 
Впрочемъ, мы получимъ вс эти значения (п° 175), умножая правую 


часть предыдущей формулы на сов ЗЕ -1зт Эт ее: 


Формула Моавра справедлива также и для какого угодно отрица- 
тельнаго показателя —; въ самомъ дфлЪ, уравнене 


(соза-{-1 зта)"==е08 та--& эпта 
даетъ 


- 1 ар 
А Е —4 52% 
(сова--ё эта)" —  совта-етта — б05ТА 1 ЭТА, 
ИЛИ 


(соза-Н т а)" —соз(—та)-|-1 8\(— та). 


Формула Моавра показываетъ, ‘что можно рёшить алгебраически 
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уравнешя, къ которымъ приводить задача дфленя дугъ. Въ самомъ 
дфлф, имемъ 


24 ны 28 них 
созй РА + 13 — = соза- Е 5та; 


эта формула выражаеть, что 7% значенй правой части соотвЪт- 
ственно равны 1 значенямь, которыя принимаеть лфвая часть, 


когда даютъ Ё значевя 0, 1, 2,.... (и—1). Замфняя ? чрезъ —%, | 


будемъ имЪть 


= 9 т о ао "и 
р рр Е НЯ 58% 4 
ИС 


и, слЪдовательно, 


17% 


т 
ый 2 Усоз а--1 т а-РУ сова зта 
ь т Е ед Г, РЗ Е 


У т 
д а-2 т Усоза ЕЁ зта—У воза зта 
— _. 
7% 2% 
Эти формулы дають алгебраическое выражене для корней уравне- 


ВЕ : а . [и2 
ый, оть которыхъ зависятъ = И в когда данЪ с0$@ или 


Теоремы Моавра и Котеса. 


178. Теоремы Моавра и Котеса даютъ возможность представить 
теометрически вещественные дзлители трехчлена 22т = 92тсоза-Н1, 
гдЪ а обозначаеть данный уголь, и двучлена 2” 1. 

Лва линейныхъ сомножителя, которые соотвфтетвуютъ двумъ со- 


пряженнымъ корнямъ уравненя 
2"— 9 2" воза-1=0, 
выражаютея чрезъ 


а (с 2%=--а с Эт -|- “) 
т т 


# — (ти — 13% ео ) 
т т 


Й 
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а | 
произведен!е у, этихъ сомножителей будеть 


ей 2ик-а 
у — 2—2 ны. 1; 


такимъ образомъ имфемъ тождество: 
вт 9 рт 

(1) тот воза, Уи)". 
ЗамЪнивъ а чрезь х--а и положивъ 

У’ = — 32 08 ее --1, 

7, 7 

будетъ имЪть 
9 2т ме 
(2) ы О а 


ПослЪ этого, разсмотримъ окружность, радтусь которой равенъ 1; 
раздфлимъь ее на 27 равныхъ частей въ точкахь А. А.А 
А,„_:; соединимъ центрь О со всфми этими очками С Вода 
прямую ОР, образующую съ первымъ радтусомъ ОА, уголъ, т 


а 
Н 0 той | 
ЫЙ ; наконецъ, на этой лиши возьмемъ какую нибудь длину 


ОР и соединимъ точку Р со всфми точками дфленя. Т 


реуголь- 
НИКИ р. Ор и р Е даютъ 


ен 
Зи 


са 
Ио № ть 
И у 


Г 2-1) 
о - БЕЯ 1 
т ) 
и, сл$довательно, 
РА —ж =, РА т =. 
Отсюда сл$дуеть, что трехчленъ 2?”—9.2” с03 а-|--1 равенъ квадрату 


произведеня разстоян!Й точки Р’отъ точекъ 4, д. А и что 
Е 47 хх 1 
трехчленъ р: о 22" с05 а-|-1 равенъ квадрату произведен1я разстоя- 
НШ той же точки Р оть точекь 4,, А,, А,,...; въ этихъ равен- 
ствахъ и состоитъ теорема Моавра. 
Если уголь @ равенъ нулю, то точка Р расположена на рад1- 


ус5 ОА, и уравненя (1) и (2) дають, посл извлечешя квадрат- 
наго корня изъ обфихъ частей, 


@т— ==... . И т—1 


„Ат ег и у 
ы --1=у о/ 1---У т—1* 
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Эти два равенства составляють теорему Котеса; должно брать 
знакъ -- или знакь — во второй части первой формулы, смотря 


потому, будеть ли точка Р находится внЪ или внутри круга. 


и(#—1)... (2) и=1 и—1 
Ре 


Кром ТОГО #09— т т 
1 и "0" — 2605 та; слфдовательно, будемь имфть 


Вираженая степеней синуса и косинуса дум въ линейныхь функ- если % число четное, 


цёяхь синусовь и косинусовь дуь, кратныль данной душ. АЕ 
2—1 с05"а=608па-|- = воз (и—2)а--... 
179. Пусть 


ый ми—1)..-(5 2) 


(8) _ 1.2... (5—1) 


с05 а-- 151 а=и, 008 а—9 $т а=5, 


тогда будемъ имЪть 608 За 


9 с08 а==и-Ни, 215т а=и—%, 
и, слЪдовательно, 
2" 05" а==(и--0)", (24)" зи" а==(и—®)", 


а 2’ 
или разлагая ь 2..5 
если 
(1) 9” 605'а—и"--- о 4" —16-- ие 4"... и 
| 1 т.2 9"—1 созта-еозта-|- 1 воз(и—2) а 
(2) (24) т а=и— т и ю-- 1) из 
т т.2 т 
. + 1 р) воз(и—4)а-- тЫ, а 
Раземотримъ прежде всего уравнене (1). Если я число четное, то (4) 


правая часть заключаетъ нечетное число членовъ и, группируя 
вмЪстЪ члены одинаково удаленные ОТЪ крайнихъ, получимъ 


9% 605 а==(и"-Ро")-- -- ии" —?)-|-... 
п(и—1)... (5-52 
нео. 


9-1 5. ыы 
-и р, (#--9*) 


ми—1).. (7) 


о 08а 
п—1 . 
1.2... (*—) 


р [2 
Займемся теперь уравнешемъ (2). Если ж число четное, то пра- 
ва 
Я часть заключаеть въ себЪ нечетное чиело членовъ; члены, равно. 


удаленные отъ крайнихъ, имфють тотъ же знакъ и, группируя ихъ 
виБстЪ, получимъ 


2 (-— 1) та 
—=(и"--”)— т ии" 5") -- итак) — не 


"(п—1)... (+2) „ < | . 
< Ее ит (ше) 


1. 2 


Если п число нечетное, то правая часть уравненя (1) имЪетъ 
четное число членовъ, и если мы сгруппируемъ, какъ выше, члены, 
равно удаленные оть крайнихъ, то получимъ 


9” воз" а==(и"--0")-|- = ии" Ри" *) , 


И И 
и ) аи")... => - 


ге и? 
а 
р) 
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[ = 
| 9—1 (— 1) * 594 


ыы 


п(п—1) А 
—608па— 608 (и—2)а-- — 5 608(® 4)а—... 


и о а — : ры 
1.2.51) 1.2...7- 
2 


Если % число нечетное, то правая часть уравнен!я (2) заключаеть 
и члены, равно ‘удаленные оть крайнихъ, 


и 


(5) 


551 = 


четное число членовъ, 
Г 5 луЧчимъ 
имЪютъ знаки обпатные; группируя ихъ вмфоть, получ 


и—1 


2"(— 1) за т 
а ГВ РИ 
и ии п у 2 
п--3`\ 
Е 
- ) х ао (и 


г Са 
г п—] 
1.2 =>) 


и. Ъ ЛЬно 
кромВ того м"— 0" —=215 А, слЪдовате з 


Г еее 
9"—1(-—1) * за 
| торе, "-—1).:; га 
зон — зи) + ии) т 
(6) ка 
| н(п—1).. (=>) | 
— та, 


Мы видимъ, что с05”а выражается во всЪхъ случаяхъ Е 
мощи линейной функщи косинусовъ дугЪ кратныхь аи ыы ы — 
выражается подобнымъ образомь въ функщи В а 
функщи синусовъ дугъ кратныхъ @, смотря потому, буд 


четное или нечетное число. 


к а 
Выраженя для зиита и созта въ функщяхь эта или с05 


180. Мы здЪфеь постараемся преобразовать 57 и 005 ВЪ 


многочленъ, рас 


положенный по цфлымь степенямъ 574 или с05@, или 
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по крайней м5рЪ въ произведене, полученное оть умножен1я по- 
добнаго многочлена на с05а или та. 

Простымъ способомъ, которымъ воспользуемся, мы обязаны Коши; 
онъ основывается на равенствЪ 


(в-Ну\{а-Ну—1)...(2-Ну—п--1) 


ео 
__ 2(5—1)..(в—п-Н1Т) р. 2(2—1)..(=—п- 2) 9 
(1) => 1.2.3..п 1.2.3...(п—1) ‘1 
2-е) му) 
1.2.3...(п—2) о ы и 


# УП. (уфи-2) | уу. (уф. 
тие Вы яя 1.2. 2 


справедливомъ, каковы бы ни были числа хи 4 и положительное 
цфлое число я. Чтобы вывести это равенство для случаевъ, когда 
4 и у цфлыя положительныя числа, равныя или превышаюния %, мо- 
жемъ начать съ тожества 


(ааа 


или 


Если, выполнивъ умножене, расположимъ правую часть этого 
тожества по степенямъ 2, то, приравнявъ коэффищенть при 2” въ 
лЬвой части его коэффищенту при 2” въ правой части, мы полу- 
чимъ равенство, которое требуется доказаль. Такъ какъ это ра- 
венство выведено для вобхъ цфлыхъ значенй хи у, большихъь я, 
то оно непремфнно будеть существовать для всякихъ значенй д и 
9. Въ самомъ дЪлф, обозначимъ, для краткости, чрезъ $(х, у) и %(х, у) 
обф части равенства, о которомъ рфчь, и чрезъ х, цфлое значене х;, 
большее я; многочлены $(%, 9) и +(%., 9), которые содержать 
только перемфнную у, равны между собою для возхъ цфлыхъ зна- 
ченй у, большихъ п. СОлЪдовательно, мы непремфнно будемъ имфть 


2(%.. У =, 9), 


для всякаго у; другими словами, многочлены $(х;, у), %(4, у) равны, 
при всякомъ у, для веБхъ цфлыхь значенй х, большихь %, и оче-` 
видно отсюда заключаемъ, что равенство 
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9(#, у) (2,9) 
справедливо для всфхъ значешй хи У. 
х у 
Замфняя въ формулЪ (1) 2 чрезъ 5. и У чрезЪ 5’, получимъ 


[ (#Нуа-Ну—2)-. (#-Ну—2т--2) 


2.4.6...(2 п) 
—2)...(#—2и--2) 2(#—2)...(х—2т- 4) | те Е 
(2) = 5 тт 6 т - 546.9) ыы 


— —8п-2) 
# (у). (уф Ф | У = —_ 
не В. (2—2) Я (2) 
| 
181. Если въ уравневяхъ (1) 1° 163 замнимъ четныя степени 


НЫХЪ 
соз& чрезъ цзлыя степени 1—5? а, то будемъ имфть для чет 
значенй т 


т—2 
77 а ; РЕ 
созта —(1- зийа) —" Е. (1— эй?а) 3 эта 


т(т-1)(т—2)(т— 


Е У 


) ыы 12а) "та 
ятта=с08@ т 5% а 


т—4 . 
и — (1 —5 та —5 504 ао 


о риа) "Авин... |. 
ю > 1.2.3 


и для нечетныхь значенй т 


т—3 . 
608 та сова] (1 — йа) > и (1 зи?а) 5 эта 


и 3) 
нЕ 1.2.34 
а 
— 51а) эта 


(т—1)(т—2) 
7 1.2.8 ее 


т—5 . 
(1—4) = я —.. й ` 


. т 

этта— —— (1— 
т— . 

— йа) = зиа--.... 

Если разложимъ многочлены, находяпцеся въ правыхъ частях 


этихъ формулъ по возрастающимъ степенямъ та, то найдемъ для 
четныхъ значенй т 


тю (0—1 Те 
возта=1— = (“> - 5 ата 


ам 
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5 т . (т—9) /т-—1 Зе 
970 тТа=608 @ | —та— Вит -- миа 


1 " 1.3 2 2 
и\т—2)(т—4)] (т—1)(и—3) | т—1 5 5.3]. 
Е | 2.4 Ека о аа `% 


и для вефхъ нечетныхъ значешй т 


т—1 


$ И 1 :% 
созтанооза | 1— 5 (5. -- 5 т 4 
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= о (т—2) т 3 8.1 
—— |" р ет а. 
. ДН но т—2 3 
та -т Е 5 5 т а 
о \т—1)(т—3)[(т—2)(т—4) 
1.35 к = С 
1—9 в в 3 
- —. -5- -—|- 5 и а—. 


Воспользовавшись затЪмъ формулою (2) п’180, получимь для 


всЪхъ четныхъ значенй тж 


78.2%. (т--2)тии(т— 2) 
во5та—1 — оао ЩИи 
И о 


__ и) 2)т и —2)(т—4). 


1.2.3.456 ига. 
(1) ь т. (т-Н2)и(т—2) .. 
$51 ТА=608 “ та — — 15: йо 
2] (т-|-4)( (т--2)т(т—2)(т—4) 


иа— 
1.2.345 Ре 
и для вефхъ нечетныхъ значенй | 


со5та = воза] 1— - а 72а, 
(и--Тит— тЫ: 


Г, 
О ——^ 50° 


— 
> 
— 


. 5 
там р = 


о (т--3)(т--Т)т(т-—1) (#3); 


1.9.3.4.5 2% а—.... 


Если въ формулахъ (1) и (2) замБнимъ а чрезъ -> — а, то 


лучимъ для четныхъ значенй т 
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ый 
(1) ?с05та 
И т 3 а ею и ре 
—-®9 
| еее ге 2)(®— 4) пнозв вы 
(3) & 
| (—1)* "1 типа 
от 9)т(т—2) 
—=58 “ - воза Еж 05а 


( п--4)( т--2)т(т—2 (т— -4) 
—- —12345 608°а— в 


и для нечетныхь значенй 2 
Г т—1 
(—-1) * зима 


(т--1)(и—1) 2 
009“ 
аи 


= —5та 
(т-+3)(т-Н1)(@и—1)(т— 8), са и, 
-Р 1.2.8.4 и и" 
] т—1 
(—1) —? созта 
11, (т-ЕТ ит 1) 38: 
ее: Г 


(т-ЕЗ(т-НТ)ит—1 тр— о тр 
Е 1.5.3.45 


ъ с: х емъ имЪть 
Такимь образомъ, въ сл6дующихъ Частныхъ случаяхъ буд \ 


05 8а=:1-—9 за, 

0; 4—1 —8 за -Е8 эта, 

05 6 а=1—18 зй?а--48 1 а— 82 51, 
т 3 а=8 зта—4 зига, 

5% 5а—5 зта—20 ята--16 зига, 
— 605 За=1—9 6084, 

— 008 За=3 0894—4 054, 


® 
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603 4а=1—8 с05?а- 8 с05“а, 
0$ 54=5 с08а—20 с05*а--16 с0з°а, 
—05 6а=1—18 с05'а-|-48 с05‘а—33 с08ва, 


182. Въ предыдушихъ формулахъ мы имфемъь расположене по 
восходящимъ степенямъ 6054 или 5та; можно получить раеполо- 
жене по нисходящимъ степенямъ тЪхъ же количествъ и тоть видъ, 
который примутъь наши формулы, будеть одинъ и тоть же для обоихъ 
случаевъ т четнаго и нечетнаго. 


Положимъ, для краткости 
тта 


созта==У и, со" "а, —— 
$%% @& 


У т—2ап—1 
—0,608 а, 


гдЪ знакъ Х обозначаетъ сумму значешй, принимаемыхъ тЪмъ выра- 
женемъ, около котораго поставленъ этотъ знакъ, когда будемъ 
давать в всеЪ цзлыя значен!я, начиная оть нуля и кончая самымъ 
большимъ изъ тФхъ, при которыхъ показатель соза будетъ чиело 
положительное или нуль; уравневшя (3) и (4) дають 
и„= (—1)"® (т— пе ("--1) ут—и—1, 
(1—2) 


и „(т—п—1)(т—"п—2).. Хи-Т от. и 
= (—1) 1.2.3...(т—2п—1) о 


т—1 . ИХ. 
5 ых 


‚ въ случаъ, 
т 
когда и число четное, значене и, должно приводиться къ (—1)? на 
основан!и первахо изъ уравнений (3); въ елучаЪ, когда нечетное число, 
значен!я-и, и о, приводятся соотвЪтственно, на основанйи уразнени (4), 


т-— 1 т— 1 


къ (—1) *? жикъ (—1) * дляи= " . Если предыдушйя выраже- 


ня и, и о, умножимъ и раздВлимъ на произведен1е 1.2...%, то получимъ 
Е: т.т тб 1 1.9... (т—п—Т) 
и,—(—1)" ад 1.2..(т—9и) › 
9т—2т—1 1.9... (т—п—1) 


А. АГ 
о 1) 1.2.0 1.2..(т—2и—1) 
ИЛИ 
(т—п—1)(т—п—2)...(т—2"-Е1) от-- эн 
и„—(-—1)” То 3 2 м Я 
2 (т—п—1)(п—п—2).. (т—2%) ото 
о„=(--1)" = от—2т 1, 
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при услови, что, въ случа и==1, произведеше (ж-—и—1)(и— 
—и—2)...(т-—2и-Е1) въ значеи и, приводится къ единицВ. Если 


примемь эту новую форму, то нфть надобности въ ограничеши. 


= "т; въ самомъ дЪлф, правыя части предыдущихъ формулъ 


т—1 т—1 
РР тре т—1 
приводятся соотвфтетвенно къ (—1) ти (—1) * для =>, 
въ случаЪ, если % нечетное число; равнымъ образомъ значен!е и, приво- 


т 
Ио И % 
дится къ (—1) ?для и=-5_, въ случа, когда и четное число. Для 


и—0 наши формулы не опред$ляють и, и 9,; но если примемъ во 
вниман!е первыя выражен!я и, ио,, то оба эти числа должны при- 
водиться къ 2”. Поэтому будемъ имЪфть 


т(т— п—1)(т—и—2).. „(т—2 ЕТ) а о Сваны 


возта—>\(— 1) 


НЫ 
эта Ка п (1и—п—1)(®— п—2).. .(т—2п) от— 2" —1 о дт—2т—1 
та _ (1 1.2.3.../7 р = 
ИЛИ 
воз таы==9”б—1 с05"а— В ва а 
п(т— 8) отв 5т—4 
+ а 2 [0 
__ т(т—4) (т—5) 5) 11—17 „лет —6 
а. 7. 605 [11 
| и. 05" — 
(5) а ВА. 
этот — 9—1 сот п— т—2 9т—3 05” (1 
эта  _ Е 


-— | 9—5 п Ра — а 


м Е 9т-—1 дз" 
И АК 
(т—5)(т— 6) )(и—7)(т—8) т" —9 собт—® 
ыы Е . 


605 [2 


#&—... 


[ 
и эти новыя формулы справедливы, повторяемъ, при всякомъ цЪ- 
ломъ 2 четномъ или нечетномъ. | 


Если въ формулахь (5) замфнимъ @ чрезъ -- —а, то получимъ 


для четныхъ значешмй т 
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И 


(—1) ? с0зта 


отт 2" я"—2 оо д”-—4 
ео Е 9т—1 т” ва-..., 
(6) ве 5—1 зп та, 
( ) 08а 


—9т—1еит—1 а 1—3 010) И—3 (т—3) (1—4) от и т-—в 
ИИ линия МАИК Е вы ЗИ. ВИ: 
и ИЕй в 


и для нечетныхь значеншй т 


т—1 


(—1) * этта 


—9т—1дитар— о" и" зи ее 5 3) 9—5 54 п”—а 


бб) ор. 


В: 
Ч 
(7) ( Е 5 аа 
©. 608 & 
—_ от-—101т—1 1`— отв т—8 (т—3)(и—4) тТ—В 07-5 
о Ни 2т—8 5" а 27—85" —Б 0 


(т---4)(т—5)(т—6) отит 
а 19" а--... 


Первая изъ формуль (5). даеть непосредственно выражен!е коли- 
чества, которое мы обозначали чрезъ Т въ п’ 168; въ самомъ ДЪлЬ, 
если положимъ 2=05а--4зта, то будемъ имЪть 


1 мы 
г — =2 0084, 2 - т==2 созтта, 


и, замфняя въ первой изъ формуль (5) 2005а чрезъ г, найдемъ 


формулу 


=" г =а"— м чины ив —53) д 


ой А 


7—6 
На 


228 | ТРИГОНОМЕТРТЯ. 


которая обращается въ тождество. если въ ней замфнимь 5 чрезь 


ит. 


Разложентя функий ятх и 051 въ ряды по возростоющимь сте- 
пенямь т. 


133. Формулы (1) п°163 могуть быть написаны такъ: 


608 Та В не Рио! а. + т. ((т— ржа я 


воза ^— Т.2.а® 
(1) япта т т...(1т 
т. __ т..(т— 2) . 7...(т— 9 п) аи Ч 
гота == та а пт?а--...= 5-9 а-=й 


если положимъ 
т...(т—р—1) 
Во 

1.9. (2-2) 

числа И,„ и В,„.. опредфляютъ погрфшности, которыя мы сдф- 


лали, пренебрегая степенями $да, болыпими (2и--1)-ой степени, 
в08 та элтта 


7п...(т—р— 3) 


А НЫЙ 4 
атдР? 4 те. а апт" а--... 


ВЪ значеняхъ- то И т); МЫ постараемся опред$лить пред$лы 
этихъь погрфшностей, полагая, что дуга а заключается между — 
к 


п 
ой: —- щи, слЪдовательно, #0%.?а < 1. Сумма В, состоитъ изъ 


опред$леннаго числа членовъ, которые поочередно положительны 
и отрицательны, каковъ бы ни былъ знакъ при а, и ясно, что 
абсолютныя значен!я этихъ членовъ будуть постоянно уменьшаться, 
если 

(п—р—2)(т—и— 3) 

(р-Е3)(#-{4) 

слфдовательно, значеше А, будетъь заключаться между нулемъ и 
значенемъ перваго изъ членовъ, входящихь въ это выраженте, 
такъ что будемъ имЪфть 


итд?а< 1; 


али „(т—)—1) 
= зы 2+2, 
В т. (2-9) тдР*? 4, 
гдЪ ° обозначаеть количество, заключающееся между нулемъ и 
единицею. И такъ, мы можемъ въ уравненяхъ (1) замнить В,„ и 
В, чрезь значевя, которыя принимаеть предыдущее выра- 
жене А», когда въ немъ положимъ р=2и и р=2и- 1, лишь бы 
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только вышепоставленное неравенство удовлетворялось при р=%, 
въ каковомь случаЪ оно будеть удовлетворяться и при р=2и-1. 
Посл этого, если положимъ 


тах, 


НЯ 
зал6мъ замфнимъ въ лфвыхъ частяхъ формуль (1) а чрезь я”, аВЪ 


© 
правыхъ частяхъ #2 чрезъ--, и, наконецъ, обозначимъ чрезъ 9 и ^ 


числа, заключаюнцяся между нулемъ и 1, къ которымъ приводится 
( при 2=2я и р=:8я--1, то будемъ имфть 


о 2 
{6032 —1— 2 Е а , 


во" Е’ о [42 } 
И 
+ 2(2—а&.. серпа (миа) 
Ч — 12.98 4 
<. в=(— —а).. ие) (мира) "о 
г 1.2..(2®--2) а р 
(2) та хм мае а 5 
ом. 1.2.3 1 ве 
605 те 


— ах—а)...( (я—2 та) (ие 
о 12 а 
чех 2(2—а).. (2—2 па— 29 тия “)" у 
ИЕ Е :. ; 


и неравеиство, составляющее уелове, обратится въ 


( 1—2 па—2а)( р ая а) (а “) <1. 
(зи и--4) 

Предполагая теперь, что и чиело достаточно большое, но 
постояниое, увеличиваемь неопредЪленно цЪфлое число 2 такт, 
чтобы произведен!е та == было постоянно; въ предфаЪ по- 
риа 


лучимъ не только а =0, —1, но еще 605" = =1. Въ са- 


я 2. 
момъ дЪлЪ, имфемъ О и, подавно, 


5% 
ия о 2 28 т—т т х ‹ 
0$ — — 6058 — < ...) 6087 —1-— — 605" — < 
ее» т те т 9“ т < те ? 
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складывая ве эти неравенства, получимъ 
2 


ЕЯ 22 Ея 
1—0" °<ти 
Ва ли < Эт ° 


7% 


НН 2 | 
‚Отеюда сл$Здуетъ, что 605” —- заключается между Ти 1— 5> и, 


сл$довательно, это число приводится къ единиц, когда т равно 
безконечности. Посл этого, уравневя (2) обращаются въ предЪлЬ 
въ слЪдующйя 

дп 


1.2...2% 


ит 


= 9156 › 


(3) 


доп т ПЗ 
1.2.21)" `` 1.2.3) › 
и неравенство, составляющее услов!е, приводится къ 


: х ие 
39 х — — таз... = 


20? 
(4) 8 > 1. 


Уравневя (3), въ которыхъ 9’ и Х' обозначають всегда дроби, 
заключаюнияся между нулемъ и 1, справедливы при всзхъ значе- 
вяхъ я, удовлетворяющихь условно (4). Въ частномъ случаЪ, когда 


п 
д заключается между нулемъ и > ‚ будемъ имфть 
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т 1 2? и 
3т>2—--, 0084 Е 


Предположимъ теперь, что цфлое число ® увеличивается без- 
предфльно; дроби 


дат а. д 
1.2..(@®-2) 1'2'3°’’ 2-2? 
22т+З И © ря 
1.2.3) 1‘'2°’”° 9-8 


будуть имфть предфломъ нуль, такъ какъ онф представляють про- 
изведен!я, въ которыхъ число множителей болышихъ 1 ограничен- 
ное, тогда какъ число тфхъ, которыя меньше 1 и даже меньше 
какой угодно дроби, можеть быть больше всякато даннаго числа; 
по этому можемъ написать 


о % 2 и 
609 1—5 Раза 158 


(5) } Ен 23 28 27 
за = аз Рава ат 
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Правыя части этихъ формуль (5) будуть безконечные ряды, ко- 
торые, какъ мы видимъ, остаются слодящимися, для воъхь зна- 


‚ чей 1, заключающихся между — © и —- <>; формулы (3) даютъ 


возможность узнать ‘остеитки этихъ рядовъ, т. е. погрЪшности, ко- 
торыя совершаемъ, остановившись на какомъ нибудь членЪ. 
184. Формулы (5) предоставляютъ самое простое средство для 


вычисленя синуса и косинуса данной дуги. Если положимъ а— 
% п ` 


2 


со (=. о 


1,00000 00000 00000 00000 00 


2 
—1,23370 05501 36169 82735 43 | 


[3 

--0,25366 95079 01048 01368 66" 
и 

6 

—0,02086 34807 63352 96087 31 
8 

+-0,00091 92602 74839 49658 02 
| И) 

10 

—0,00002 52020 49373 06060 55 - 
12 

+-0,00000 04710 87477 88181 72 
14 

—0,00000 00063 86608 08879 19 
16 

0.00000 00000 65659 63114 98 
И? 

18 

—0.00000 00000 00529 44002 ее. 

„20 

+-0,00000 00000 00008 43778 92° 
И 

4 9% 

— 0.00000 00000 00000 01885 99 

т 


--0,00000 00000 00000 00008 21—5; 


24 
® 


26 
—0,00000 00000 00000 00000 09 


= 5 и ВыЧислимъЪ коэффищенты съ 22-мя десятичными зна- 


ками, то получимъ слфдуюцщия формулы 


зе ‚90° = 
® В 

1.57079 63267 94896 61923 13—- 

3 

— 0.64596 40975 06246 25865 58 

+-0,07969 26262 46167 04512 05; 
у 

— 0.00468 17541 35318 68810 07 
р 9 

+-0,00016 04411 84787 35982 19 
® 

11 

— 0.00000 35988 43285 21208 58 
13 

4.0.0000 00569 21799 21967 98° 
. И 

15 

0.00000 00006 68808 51098 115 
, 17 

40,0000 00000 06066 98578 11 
% 

19 

—0,00000 00000 00043 77065 47° 
- 21 

+-0,00000 00000 00000 25714 28° 
й 

23 

— 0.00000 00000 00000 00125 39 


1 
+-0,00000 00000 00000 00000 52"; 
у 


Синусы и косинусы дугъ, начиная съ нуля и кончая 45 гра- 
дусами, заключають синусы и косинусы дугъ съ 45 до 90 граду- 
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т 1 
совъ; слФдовательно, мы можемъ всегда предположить о 


предыдущих формулахъ, и предыдупие ряды будуть настолько 
быстро сходяш1еся, что намъ придется вычислять только весьма 


малое число членовъ, въ особенности, если мы не имфемъ надоб-. 


ности въ слишкомъ большомъ числ десятичныхъ знаковъ. 


1 2 8 4 5 


т 
Если послфдовательно положимъ — о 


то 

получимъ сл$дующе результаты: 
5% 9°==05 81°=0,15643 44650 40231, 
56% 18°—=605 72°—0,30901 69943 74947, 
58% 21°=605 68°—0,45399 04997 39547, 
581 36°—605 54°—0,58778 52552 994783, 
5т 45°—605 45°—0,70710 67811 86548, 
58% 549—005 86°—0,80901 69943 74947, 
581 63°—605 27°—=0,89100 65241 88368, 
51 72°—605 18°—=0,95105 65162 95154, 
581 81°=605 9°—0,98768 23405 95138, 

которые согласуются съ формулами п” 37. 


Разложеня функ со5х и зтт на произвольное, но озраниченное, 
число множителей. 


185. Изь формуль п’168 или изъ формуль п°181 сл$дуеть, 
зтта 
т та 03а 


функщи $та, приводящ]яся какъ одна, такъ и другая къ единицЪ 
при $%@ —=0. Кром того, первая изъ этихъ функц, которая бу- 
будетъ 2-ой степени въ отношен1и къ та, обращается въ нуль, точно 
также какъ и с05та для всЪхъ значешй @, заключающихся въ рядЪ 


что если 7% число четное, то созта и 


—(т—1 т 3 г т м. о п о (т—1). 
бт 59, ТЗ Эт Эт ба" Эн” 
слЪдовательно, она дфлитсянакаждаго изъ двучленныхъ сомножителей: 
эта т?а зт?а 
в ог" ее т ?''° 1— (т—Т)т. 
4 — 59 — я 


Эт Эт Эт 


булуть цфлыя | 
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и такъ какъ она обращается въ 1 при 5та==0, то, слЪдова- 
тельно, она равна произведено всЗхъ этихъ биномовъ. 

Вторая функщя будеть (т—2)-ой степени по отношеню къ 
та и будетъ обращаться въ нуль для значений а, ЗЕ лчАИКОЯ 
въ рядЪ 

(1—2) м. 
ыы 2т 


те (т—2)" . 
< +5 бы ин ь. и Эт 


слфдовательно, она дфлится на каждаго изъ множителей 


1 т? а 1 т? а и т? а 
5 За" ии? Як ” и (т—2)т ° 
саг мы то 


и равна произведеню всЪхъ этихъ множителей. 
НЯ 
СлЪдовательно, подставляя Е вмфето а, будемъ имФть для чет- 


ныхъ значешй 


Ч . 
80° — $" — 5 — 
я и Я 1 т 
у СЕ —— м ) 
о в ть 9% ПИ 
51% 5% о Р) 2т 
1 
( ) ах са % 
$80" — а 
. ИЕ жа ен 1 т Ре Я т 
УТ Дт 5% 608, т, о а (т— =. 
38° — т? -— 
2т 


Разсуждая подобнымъ же образомъ, мы получимъ для нечетныхъ 
значемй т 


` 


[ / 5? не $102 Е. зи? — 
—- 6 Е жы а: м | , 
ыы тт о п 2 Зт 80? (п—2)т 
КИ) =. 51 5 Эъ / 
(2) | 
’ } а\/ А д ^ / с НЯ \ 
т? — 9—2 5 
. ни 1 т 1 (И 1 К 
= ные 9 И —-—— ай ТЕТ ... = е 
ЭД 59% — г. ее 4 ст? Шт 
5 т ве От 


Если преобразуемъь формулы (1) и (2), воспользовавшись для 
этого тожественнымь соотношешемъ 


тд? \ 


ти 
таре, : 


—— == 005 ИТ (: —- 
зат? 1 


234 ТРИГОНОМЕТРТЯ. 


то будемъ имфть для четныхь значеший т 


019 ?— тд? / а д?— 
08 &==605" 1— = и 1 7 
21 2 ок (т—1 = - 
| т 95 тд’ о. 
(3) 
тд? тд? 
Зта=с08" „тт9— 1— и. Е 
эт НИ 2" и а(т—2)г |’ 
2 9 2т 
и для нечетныхъ значешй т 
ы / 
[ тд? 10092— т — 
соз@=05" ее ие .. 1— г. 
т? — тд?" ито?" |’ 
2 2 9 т 
(4) 
тд? тд? 
ЗтНе08" >. т тд ее о ва 
р и?" отд ®— 
Эт 9 Эт 


’Разложеня функий созх и утх на безпредъльное число мно- 
жителей. 


186. ЛЕМмА. — , р п 
_ 18 МА Если дура х возрастаеть оть нуля д0 -5`» 10 


. 9750 
отношеняе —— чуме: нае 
е —_— Уменьшается, а отношене — увеличивается: 


друими словами, имтъемь 


зт(=--1) тт 1919(2--й)__ Фата 
7 Ра И > , 
д-- 2 &--й х 


если х и й положительны и х--№ меньше = : 


т самомъ дДЪлЬ, если умножимъ первое неравенство на 
я--й 


в, Раскроемь 5(2--й) и перенесемь вс члены въ правую 


часть его, то получимъ неравенство 


1—0 лох этЬ 
п ( —")> 0, 


ИЯ 


справедливость котораго устанавливается немедленно, такъ какъ 
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р | фапдх р 
разность 1-—созЁ число положительное и разность тя —— И также 


ИЕ т 
Е: 7>1, тогда какь ——<1. 


число положительное, потому что 


. зтх 
Слфдуеть замфтить, что отношевше —— непрерывно уменьшается, 


п 


когда 2 возрастаеть отъ ->` до п, такъ какъ въ этомъ случаЪ чи- 


слитель уменьшается, тогда какъ знаменатель увеличивается. 

Что же касается до второго изъ двухъ предложенныхъ неравенствъ, 
то, зам$нивъ въ немъ тангенсы ихъ значенями въ синусахъ и ко- 
синусахъ, его легко представимъ въ такомъ видЪ 


зт(В--2 =) ть 


ржу № › 
справедливость же послфдняго неравенства доказана. 
Сльдствт. — Если х и х--й заключаются между нулемь и 


к 
5, 10 


ата») а „ета 


5тх х Фатх 
Отсюда слфдуеть, что если мы обозначимъ чрезъ и и® какя 
= т к 
нибудь двф дуги, заключаюлуяся между — 5 и Е ‚ то будемъ 


> в) Е (—=)< =. (1 м) 


8% ат" 


имЪть 


гдф двойной знакь -= указываеть на то, что должно взять абсо- 
лютное значен1е числа, которому онъ приписанъ. 

187. Предыдущее слфдотые даеть намъ средство опред$лить, 
во что обращаются выраженя 052 и 5х, полученныя въ п” 185, 
когда цфлое число т обращается въ безконечность; возьмемъ, 
напримръ, формулы (1) и (3), въ которых 1% обозначаетъь число 
четное, и умножимъь каждую изъ нихь на множителя 1, 00- 
гласившись брать тотъ знакъ, который дфлаеть члены положитель- 
ными. Предположивь, что число ® достаточно велико для того, 
чтобы абсолютное значеше было меньше 5. ‚ и воспользовавшись 
неравенствами 


ит ей п ня 
+5 <= = <= 2019 —-› 608 т а 
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и ТБми, которыя мы получили изъ саЪдетыя п° 186, мы на осно- 
ваши формуль (1) и (8) п” 185 найдемь 


+0055 (а 1—5). о | 


т ле: (1—1 № 


ты дат дал 4 \ 
26055 > СЕ 605 РЕ (1— 19а)... (1 т) , 


ааа 2 5 2? 
-= 5010. (1—5)... ) 
тж = я ме. а | 2 
2890 Х > — 608 и. (1 21—48). (1 ет) ы 
Но мы видЪли (п° 183), что 
оз” —— —=1—©,„, 


гдв 9„ число, обращающееся въ нуль при и=со; слЪ довательно, 
если мы обозначимъ чрезъ е„ и т„ числа меньшя @9„, то будемь 
имЪТЬ 


7% 


Е 427 42? К, 
сова (1 2 1)... (1 а), 
Ани и 2" 2% 
588 1—5 (1 == =): = —) у {1 =—= вяжет) с 
Если предположимъ теперь, что цфлое число т будеть стре- 


миться къ безконечности, и примемъ во внимане, что е, ит, бу- 
дуть стремиться къ нулю, то въ предл получимъ 


сова (1— {1—9 (1— 8)... 
ое 


Эти формулы дають значен!я с0% и 5, разложенныя на без- 
конечное число линейныхъ сомножителей; пер1одичность этихъ функ- 
щЙ очевидна. 

188. Формула ВлллисА.—Первая изъ предыдущихъ формулъ мо- 
жетъ быть написана такъ 


. ле 

т НИЕ (> —2) г 2х 42? 422? 

И черви). 
= 2 


(а) 
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получимъ замфчательную формулу 


+= -50-0-5-. 


Полагая х= 


ИЛИ 


Е т 
принадлежантую геометру Валлису и дающую значене 5 какъ 


предфль произведеня безконечнаго числа дробей, поперем$нно боль- 
шихъ и меныпихъ единицы. 


Разложеня функий апдх и софх на произвольное, но озраничен- 
ное число дробей. 


189. Если (г) обозначаеть производную многочлена }2) т-ой 
степени и если @., а,,.... @, суть т корней уравнешя К2)=0, 
то будемъ имЪть 

| 


а Е 1 р 
Е 


Ка) а-а | 2, 
кром$ того, если &, и а, мнимыя сопряженныя числа, положивъ а, = 
—(с0за--15та), а, = `7(в08а—45т а). найдемъ, что сумма двухъ дро- 


бей ——, 
#— а 2—9, 


будеть 
22—27 6054 
22— Виа соза т? ° 
Приложивьъ этотъ результать къ двумъ многочленамъ 2”--”” и 
2”—”, которые, какъ одинъ, такь и другой, имЪютъ производную 
тг” _*, будемъ имфть (п°175) для четныхъ значей т 


т т—1 п 
= 22—27 608 = 22—21008 Е 
и. Ея 
2? — тв 08 — т та 605 ——щЩ-л 
У 7% 
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; р 
ву 22—97605 — 
И 1 т 4 
ттт ат Г з- 2 на) 
ей 2—2 78 608 — 7 
т 


22—27 60$ —— 


(т— Зе 
а СОА ЕР. 
и для нечетныхъ значенй т 


т 
м” 1 2#—217008 т. 


эт = к К т 
ыз 9 а 
(т—2)л 
7% 


22—99 608 — 


о (т—2)п 
72 608 — 7? 


сем я 22—97 603 - 
тут — #—т "— о ое ег ..о 
— 22 воз 27. „= + у 
о х 608 — ЦЕ 
т 
Си (1—1 п р р 
2—9 та 608 И / 


Умножимъ эти четыре уравнене на 2 и изъ каждаго изъ полу- 
ченныхъ уравнен!й соотвЪтственно вычтемъ уравнен!я, получающяся 
изъ послфднихъ при перестановкф въ нихъ буквъ 2 и #7; получимъ 
для четныхъ значешй т 


эт_рт 2—9 


и 
ттт м п л 
2—2 605 т 
22—72 
р --2 
2—9 72 608 у о ы 
(1 и 
2 ры у 3—2 
И... 


2—1 605 —— -- 


22 


(т— и ` 


—-2 
2 — Виа 6085——— | т 
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и для нечетныхъ значенй м 


Ш ей а . 
т рава р т ьй т, 2—9 Ее 


м — 2—9 иг 08 — 7? 
у 22—92 
2 Е 
2—2 608— —— т 
@) | К 
ат пут в-Ёт 22—12 
РЕ 
2—7 08 — т” 
т 
22—72 
ое -(т—Т1к ._ 
2— Эра 608——— чм 7? 
| 
Положивъ 


2=08 —— 68%, 7-08 -—— — 29% : 
т т НЫ эт Е 
получимъ для ‘четныхъ значенй т 


Ато 
ап х== = 008-—— 


за Я р 
88? Е 91% — 
Же 
‚ ® дя (т— 1) ев: 
5% —— 59 — 5802 —— 50 — 
(8) и т Эт т 
р э % 
сх —-> — со 2 608 — 
2% т 2% 
НЙ } 
ВИ т т — 
х 2 2т ЕВ № --.. ты 2 (т— 2)" 
5% ий — 527% 5 


и для нечетныхъ значей т 


1 я 2 д? 
тд х= Ее 10709 Е А. 60% к 
Им -. 5? 
= а ао о 
912 —— — 840? 512 89 —Е 
2% 7% 
(4) 
Е 60% Я 60% ме 
т 9% 7% т 
. и: . 3 
эт’ а 8% РУ 
т ет ет ов ПР же. ЕЕ Е 
581? —— — 5 —92% — 
2% т 
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Еели выразимъ синусы, входяш1е въ выражен!я въ скобкахьъ, 
чрезъ тангенсы, то будемъ имфть еще для четныхъ значенй т 


т 2 и > 
[ т 1—9 —- -|- (ео -- #19 =. 
е ИО —- т" — 
а и .(т—1)" 1: 
ту т 919 —. т те 9" 
(5) \ 
2 2х т 2 я - 
бе = (= 01 —— —#719 и (1-2 +9 =) 
тд? -- 019? — 
х 
2" Г т 
ИМ Е- т тд? ту? 
и для нечетныхь значей т 
ИИ х 2 х #\ 
[ ат х=т9 -=- += (сое. -- 49 Ро 
мы я 
и ЖЕ ИЕ 
т а № “, оз (1—2)п д 
тд от #19 = 1079 —50 9 я 
и | бое {6 ие е [ — Э (08 ад 
= 00, -- апр = )— ат = — (60 т вар =.) 
3. рый 
#19 — т тд т 
нае о ы Ел 
тд тт тд р тд = —119 > 


Разложеня функий итдх и софх на безконечное число 
простыхь дробей. 


190. Легко найти, во что обратятся формулы (3) и (4) или (5) 
и (9) п’ 189, при предположени, что цфлое число т, въ нихъ за- 
ключающееся, безпредЪльно возрастаетъ. Для большей простоты, 


предположимъ сперва, что х заключается между 0 и ыы и тогда всЪ 


дроби, заключаюнуяся въ скобкахъ въ формулахъ (3), (4), (5), (6), 
будуть положительны. Мы разсмотримъ только формулы (3) и (5). 
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въ когорыхъ 1 число. четное, при чемъ воспользуемся леммой, дока- 
занной въ п” 186; будемъ имфть, на основании слЪдетвья леммы, 

0 апд?о 
0 ати ту ? 


$15 
ти --т?0 


р. 


— 


если # больше © и если м и © заключаются между 0 и 58: = 
При помощи этихъ неравенствь мы выводимъ изъ формулъ (3) 
и (5) и°’189 
{ 


РЕ 
п, мя | ку 2х 
В ра 
с ЕТ. а Е 
| >) 0 5 ‹ 
т мы и 
о) 50— р о 
(1) ) ИГ НЯ (: р ет | =. 
—| 20710 1—4 
МЫ — И у 9 т 
И 
22; - 27 
ыы ЧЕ С | же 
Е 2 
И 
| (70 
ВЕ и р р 
ева д | — #9 — | 
ата | АТ (1-- =) Ут. 
т 
2х 2% 
| 2 ат ини 2 т 
2 
с ] й а й 
а ый 
у — 
—| сое Н— 
Е (с 9 , Ут 
т 
1 9 2х 
= в т ие м 
—| д 
2 
у 


Если ифлое четное число т будетъ безпред$льно возрастать, 
то аЪвыя части неравенствъ (1) будуть стремиться какъ та, такъ 
и другая къ пред$лу $092; слдовательно, суммы правыхъ 
частей приводятся къ сходящимся рядамъ, сумма каждаго изъ кото- 


рыхъ равна $4и9х. Равнымъ образомъ лЪвыя части неравенствъ (2) 
16 


Серре. Тригонометря. 
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имЪють какъ та, такъ и другая, предЪломъ с0#2; откуда слБдуеть, 
что суммы, составляюция правыя ихъ части, обратятся въ сходящеся 
ряды, сумма каждаго изъ которыхъ будеть соёх. СлЪдовательно, 
будемъ имфть формулы 


$ 


92» 
(== = (55) — 


2 


ато 
(3) ] 


1 2х 
бот — ат ря ея 


тт == — и 
1 


ен =) 
Б пп т. ж—ш Эт У 
Чтобы вывести формулы (3) и (4), мы предположили, что х за- 


п 


ключается между нулемъ и 5 ; но такъ какъ въ правыхь частяхъ 


такъ же, какъ и въ лфвыхъ, измфняются только знаки на 06б- 
ратные, когда замфнимь х чрезь —2, то мы видимъ, что фор- 


: = к 
мулы справедливы для значенши х, заключающихся между — р) И 


п 
а наконецъ, мы непосредственно замБчаемъ, что правыя части 


формулъ (4) не изм$няются, когда зам$нимь х чрезъ хп; это 
будуть, иными словами, функщи пер1одичеекя 2, которыя иМютьЬ 
тоть же перюдъ, что и лЪфвыя части. Отсюда слфдуетъ, что фор- 
мулы (3) и (4) остаются въ сил для вохъ значенй х, заключаю- 


щихся между — < и -— сэ; такимъ образомъ мы видимъ, что функ- 


Щи $009 < и с0#% можно разложить на безконечное число проетыхъ 


дробей, числители которыхъ равны единиц$, а знаменатели двучлены. 


первой степени, которые, будучи приравнены нулю, дадутъ корни 
уравнен!й 

тдх —= ©, СФЖ= <. 
Замфтимь, наконець, что каждая изъ двухъ формуль (3) или (4) 
можеть быть выведена одна изъ другой, если въ нихъ замфнимъ х 


т, 
чрезъ 5 —х. 
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Если раздфлимъ первое изъ уравнений (3) на х и положимь 
д—0, то получимъ формулу 


—2. 


г 1 1 йе т , 
Е Та 
равнымъ образомъ, еели оть обЪихъ частей второго уравнения (3) 


1 
отнимемъ по —, затЪмъ раздЪлимь обЪ части на х и, наконецъ. 


положимь х==0, то получимь, воспользовавшись формулами (5) 
©) 
в 183. 


и на 1 1 1 1 1 
Ета Ретети т. 


и, раздфливъ на 4, 


Ч 1 1 1 я 

а и". 
сходимость этихъ рядовъ очевидно слфдуетъ изъ самаго анализа, 
который приведъ насъ къ нимъ. 


Разложеня функций созесх и зесж на безконечное число простыл 
дробей. 


191. ИмЪемъ 


1 


1 
- - ту > #-|- 5. 601--2 


20506 %==— —= — 
эти ы 


если въ уравненшяхъ (4) п’190 замфнимъь 2 чрезъ 1% и затфмъ 
составимъ полусумму полученныхъ результатовъ, то будемь имЪть 


а = 
ЕЕ НЕ та) \9=—а ея 
(1) 1 1 
=) - 
откуда, замфняя 5 чрезь > — 2, получимъ 
1 
$5е6 х— м м — ке = 
т п й 8" РЕ: 
АЕ 1 А. 
_ т 
+ РР м 
СЯ 2 
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Эти формулы могутъ быть написаны еще слфдующимъ образомъ: 


З= А- 
и т 


| 8ес)=— С =" 
в Е 


полагая во второмъ равенствЪ (3) х=0, получимъ 


У 1 1 1 й 
а 


7 ру ро 

| совевия= —— ое" — 2? м с. 
} 

) 


(3) 


оз 


Разложене функий 1х и со въ ряды, расположенные по 
восходящимь степенямь х. 


192. Если положимъ 


205 


Эх ] 2 
ту и— ЛЬ: Е ы 
(5 —4 | Ш 


() 2 о у 
а пе ЕЕ 
в,= хо м “ [пр 


то числа В, и Е, будуть стремиться къ нулю (п” 190), когда ®. 


будетъ стремиться къ безконечности. Но 
И 1 8 2" 
В т... 
для веЪхъ значей 2, заключающихея между —& и —-0; слЪдо- 
вательно, дроби правой части перваго изъ равенствъ (1) разлага- 
ются по возрастающимъ степенямъь х въ сходянйеся ряды для 


всъхь значешй л, заключающихся между — ди -- 5; равным 


образомъ, дроби, входящая въ значене с0#2—П',, начиная ©0 вто- 
рой, также разлагаются въ сходяшеся ряды, расположенные по 
восходящимъ степенямъ 2, для всхъ значешй 1, заключающихся 
между —т и -- п; произведя эти разложеня, будемъ имЪть 
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| 
ре! 1 ЕТ 
} к ат 1 1 р 
сох—В ++“ 


Мы показали въ п’190, что ряды 


ыы + 


12 325, ба 


будуть сходяпцеся при ия а потому и подавно они сходя- 
пиеся при №>>1. Сал$довательно, если суммы этихь двух ря- 
довъ обозначимъ чрезъ —. и 5’, и ПОложимЪ 


— 2ы Е ЗМ. ай т пик" Язь, 
5, = -=+ 921. Е сле (и— т Я, 
то (та, я .),— - =0. Посл этого, мы можемъ напи- 


вать уравненйя (2) такъ: 
2:5 255 275, 
иил— В, = (= ИИ .) 
п.|_ 2 3х\з 
аа (=) —- ... | , 
#— ... 


(3) к И А 
а 


ан] 


Слфдовательно, если « обозначаеть наибольшее изъ чисель а,, 


“.,.-.› а’ 2) бы то абсолютныя значеня двухъ суммъ 
9? / / 
{4) аня (=) -...., и, а, (2. --.... 


будуть соотвЪтетвенно меньше произведен!й числа х на абсолютныя 
значеня двухъ новыхъ сумиъ 


(5) + (+... 2+ (=) +... 
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Количества (5) представляють геометрическая прогресс, которыя 


булуть сходящимися, первая Для значенй &, заключающихся между 


п 
2 


—ти --п; кромВ того а обращается въ нуль, также какъ и В, и 


п : © 
и 5›а вторая для значешй 2, завлючающихся между 


Е’, при = со; слЪдовательно, мы въ предфлЪ будемъ имфть 
2" 255, 23 275; 5 
| Нидан а ее ЕАН 
(6) И И 
‚вх — аа — = —...; 


первое изъ этихъ равенетвъ будеть справедливо для вехъ зна- 
. = к п . 
чений 2, заключающихся между —5- и -- 5; а второе для значенйй г, 
заключающихся между —п и м. 
Имфемъ тожество 


Ее Ч РЕ / 
А 


и если положимъ 


В. 2 
ее ыы) 


9 5, => 


Замфняя въ равенствахъ (6) 5, и 5’,„ этими значевями, полу- 


ЧИМЪ 
—1 


—_—0а 2 Ил И 
(9) | Е. га. 2”! ее 
: | И > а ь ди—1 
сов 2 Виа г 2" Ва. 


Второе изъ равенствъ г принимаетъ болЪе изящный видъ, когда 


- % 
въ немъ замфнимъ 2 чрезъ >; такимъ образомъ получимъ формулу 


д д 
(10) |1 5 608 5. —=В г. Г -Визат -Е.. В 1 1.2 т. в. 
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которая справедлива для веЪхъ значенй х, заключающихея между 
—2т и -2т. 

198. Коэффищенты В,, В., Б,...., которые входять въ фор- 
мулы (9) и (10), ветрфчаются во многихъ вопросахъ анализа; они 
извЪетны подъ назвашемъ чисель Бернулли. Равенство (7) даетъ 
общее выраженше этихъ чиселъ; но это выражеше содержить 
трансцендентное число т и кромБ того сумму безконечнаго ряда. 
Легко, какъ мы сейчасъ увидимъ, послБдовательно опред$лить числа, 
В, В.. В,...., которыя вс ращональны. 

Мы знаемъ, что, если два ряда, расположенные по восходя- 
щимъ степенямъь въ отношени перемфнной 2, абсолютно сходя- 
пцеся, то, расположивъ по возрастающимь степенямъ 2 произве- 
денше этихъ двухъ рядовъ, получимъ сходяпийся рядъ; кромЪ того, | 
сумма этого новаго ряда будеть произведеше суммъ двухь пер- 
выхъ. На основанш этого мы можемъ опредЪлить числа В, при 
посредетв$ формулы (10), умножая ее на 1—56052 или на этих; 
имВемъ тожества 


— ыы 4 
(1— 2 сё (сова) ==1-—е0ва— 5. а 


(1 2 соё-* 5% 5% 
60 МИЖЕ8 
2 2 


„ 
ыя ия . 
если въ этихъ равенствахъ замЪнимъ т 60% 9 › 85 и 6054 


чрезъ ряды, въ которые они были разложены, то найдемъ 
(ВВ ван ав: а : 
пы ты 
={е рев. Рога) 


Произведя умножен1я, указанныя въ правыхъ частяхъ, сравнивая 
затЪмъь коэффищенты при 2”? въ обфихь частяхъ первой изъ 
этихь формулъ и коэффищенты при 27" въ обфихъ частяхъ вто- 
рой, получимъ: 
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Е ны 
| — 1.2...(9и--2) 9. ° 1.2...(9- НТ) 
1 В, р в. 
718.219 15 (9) 198а“ 
(1) | р 
1 о, 
к ее ы. 
АЕ ЕЯ (23—22) ЕР не 
| 1 В 
оч. п 
| А 
И 
Е 1 =: 1 
В ИВ ть 
1 В, 1 В, 
13 РИ (2—3) 1 Ой 
(15) о 
И ы 
Ай ИН 
а. 1.2...(2— 2-1) ИВ 
1 В 
И С я . 
те а ° 
любая изъ этихъ формулъ (11) и (12) опредЪлитъ В„, если извъетны 
В,, В,,..... В,_.; напримВръ, полагая въ формулЪ (12) посл$- 
довательно и=1, 2, 3....., получимъ уравнен1я 
1 1 
эт Во 
1 1 4 
о О 
1 1 6 Е ы: 
С: 5.8.4 я 
РЫЕ ВИ 8.7.61 6504 
т ЖЕ. Нав _ А 


лк к, 1 1 
ом Е 
0 691 7 
В,—55, В 2730 › В =. 
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Рядъ чисель Бернулли сперва нисходяшь, но, начиная съ В,, 
числа Бернулли возрастаютъ. Полученныя нами соотношеня (11) 
и (12) не единственныя, которыя связывають между собою п 
первыхъ изъ этихъ чисель, каково бы ни было я; наприм5ръ, мы 
можемъ получить два друг1я соотношеня, которыя сл$дуетъ замф- 
тить, при посредств равенствъ (9). ДЪйствительно, имфемъ 


СОд.ЗТХЕ08 5, 
1.) 2:608 ХЕХ, 


и, замБняя’ тригонометричесмя лини ихь разложенями въ ряды, 
получимъ 


а :\= 1. И1- . 
[2 ПВ, Н.Н. з + 


Если составимь произведевня и сравнимь коэффищенты въ 06Ъ- 
ихъ частяхъь въ первой формул при <”, а во второй формулЪ 
при 27” 1, то получимъ 


ПР о и Ренат аа 
м ЕО. 18.0 12 
1 Б 
У а Аоаые: ВЕ 
О" и о 
(13) Г 
+ ( 1) ы ой + 
1.9...(29и-—9--1)” 1.9... 
В 
и а, 
Ре их 
о. 
— 1.2...(9®—1)  1.2...(2и—2) 1.2 
р 92 И) В 
14 ее ее аи 
(4) кож. 1.2...(2и— 2%.) Е 
а м 
55-2) ам} 


Если подставимъ вышенайденныя значешя Б,, Б,, Б..... ВЪ 
формулы (8), то получимь сл$дуюне результаты: 
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та -+ж+.=5, 
На - =; 
++. 95, 
Не. 50’ 
1 нае +... 55. 


И 
Ня +. =, 
и 
НЕ: 
ААА. =, 
зале --= зн 


и мы видимъ, что суммы рядовъ 


1 1 1 к 1 
1-я - т -Р аи. и Ея Рут... 


содержать въ своемъ выражен1и, если № цфлое число, только един- 
ственное трансцендентное число т. 

Наконець, подставляя тЪ же самые значен1я ао В 
въ формулы (9), будемъ имЪть 


с ре 
у | туз Н т 5 -..., 
(15 


194. Формулами (6) можно воспользоваться при составлени 


таблицъ тангенсовъ и котангенсовъ. Если мы въ нихъ положимъ 


жж тп 
—=---5; 10 он примуть видъ 
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т о\ 4 $ т } Им п 
ат (-—=90 = = (5. о В — < 


т ог. Эй м я 0: РЕ) 
со -"-90 == ба, а и бВ 
Эти формулы прим$нимы только въ случаЪ, если — малая дробь, 
такъ какъ суммы 5,, 5,,.... 5’,, 5’... медленно убыва- 


ютъ. Можно было бы получить ряды боле удобные для вы- 
численя, если бы мы въ формулахь (1) п’192 не разла- 


` 25 21 т п 
гали въ ряды дробей -——— и ——, которыя, при = —-—, 
(5 ) а п—< я 9. 
ВБ 
4 1, —1 4т ы 
соотвЪтетвенно приводятся къ ти. Разложешя 
пи — п 4"—т 


этихъ дробей будуть 
4 ип 4 /т ИА т 
па п? р мы 
1 Чт Тут, м 9%? 
а ГЫ, 


и если эти два равенства вычтемъ соотвфтственно изъ двухъ пре- 
дыдущихъ, то будемъ имЪть ряды 


17% И 21? 
ит (^, - 90° те а = | ($, в т: Е в... и 
2 п 1 Ат 
ее 


+. |, 


члены которыхъ очень быстро убывають. Производя вычиелене 
коэффищентовъ съ двадцатью десятичными знаками, получимъ 


019 (=. 90°) с Ж0,63661 97723 67581 34807 55 


—-0,29755 67820 59733 93308 —- —-0,00019 75800 71520 47731 > — 


Им 


—-0,01868 86502 77329 82117 т —-0,00002 16977 37324 86026 —; 


Им 


—- 0,00184 24752 08510 08578 | —-0,00000 24011 36991 41062 
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--0,00000 02664 13303 42100 == 
—-.0,00000 00295 86467 63238 = : 
--0,00000 00032 86788 37940 =: 
--0,00000 00003 65174 90274 5 
-- 0.00000 00000 40754 03828 = 
лил 


--0,00000 00000 04508 28887 —= 


—-0,00000 00000 00500 90831 = — 
у 


--0,00000 00000 00055 65642 т 


| +0, 0000000000 00000 00848 — —: 


фе 00000000000 0006 14045 


0.00000 00000 00000 68712 - 


И 


у =, 00000 00000 00000 07634 — т 


И 


Ио 


1 0,00000 00000 00000 00094 ">. 
= --0,00000 00000 00000 00010 => о 


--0,00000 00000 00000 00001 =. 


соё 90°) =-*-х0,63661 97728 67581 34307 55358 53490 05744 80126 


Дт 
тт 


—0,20528 88894 14508 20154 —— 
—0,00655 10747 38218 49995 ” 
 —0,00034 50292 55396 77702 = 
—0,00002 02791 06051 55806 = 
—0,00000 12366 52717 72967 и. 
—0,00000 00764 95881 61606 ть 
—0,00000 00047 59738 01257 


— 0.00000 00002 96905 16679 


—0,00000 00000 18540 68275 ыы 


дит ХО, 31830 98861 83790 67153 8 


—0,00000 00000 01158 35398 


—0,00000 00000 00072 38498 а 


т 


‚ —0,00000 00000 00004 52872 — —- 


12° 


—0,00000 00000 00000 28212 — —. 


—0,00000 00000 00000 01767 ы 


—0,00000 00000 00000 00110”, 


2 у) 31% 
” | 0,00000 00000 00000 00007 -и 


осо о ао ооо ао ооо косо овое 


: | 953 
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Разложеня функий созесф и зесх въ ряды, расположенные пд. 
| восходящимь степенямь х. 


195. Еели въ равенствЪ 
с03есд— тута 10 х 
замБнимъ #4912 и со % ихъ разложен1ями въ рады, то получимъ” 
формулу 
(1) в08ее = 


1 ы ВЫ 
1 ев, 12 —5-|.. (2 —2)8,—. 5] ие 


которая будетъ справедлива при всфхъ значеняхъ 1, заключаю- . 
щихея между —пи т. 

Функщя зесл можетъ быть также разложена въ сходяцийся рядъ, 
расположенный по восходящимъ спепенямъ 2, но только при зна- 


чешяхъ х, заключающихся между —= и -—- 5. Вь самомъ дБаЪ, 


такъ какъ двЪ функщи {0995 и с0зесж могутъ быть разложены въ 
ряды, расположенные по восходящимъ степенямъ х, при всфхъ зна- 


чен1яхъ х, заключающихся между —— и | -, то, на освовани 


извфстной теоремы, которой мы уже воспользовались въ п’ 193, мы 
будемъ имЪфть то же самое относительно произведешя #419 созесх 
или 5ес4. Такъ какъ функщя 5есх, при зам нЪ 2 на —х, не изм$- 
няется и такъ какъ эта функшя, при х==0, приводится къ 1, то 
ея разложенте будеть непрем$нно вида 

о МИ 
(2) я а О о 
Для опредфаешя коэффищентовь С., С,, С.,,...., Умножимъ пре- 
дылущшую формулу на : 
12 
1571234 5 а _ = 
такъ какъ произведене лЪвыхъ частей равно 1, то различныя сте- 


пени х должны будуть исчезнуть въ произведени правыхъ частей. 
Приравнивая поэтому коэффищенть при 5?" нулю, получимъ фор- 


мулу 


605 2==1— "5 БН... 


= 
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ы 


ОВ 


ы 
которая опредЪлитъ С,„, если мы будемъ знать С,, ЕР 


Полагая послЪдовательно я=1, 2, 3...., пОолучимъ 
1— (0,=0, 
4.3 
1— 150,0, =0 
6.5 6.5.4.3 ь 
1 1501-Е 123.4 (з—С:=0 


откуда 
о а вед. . 
СЫ 
изь предыдущихъ формуль мы видимъ, что вс$ коэффишенты © 
ифлыя числа. | 

Если замфнимъ коэффищенты В и С ихь значешями, то фоф- 

мулы (1) и (2) примутъ видъ 
1 ны т м 
м а. 
а - 615 
зеса—1 5-5 - 750 -—.... 

‚ЭдЪеь имЪемъ случай замфтить, что при помощи формулы (1) 
можно получить новыя линейныя соотношеня между коэффищен- 
тами В. НапримБръ, зам$няя въ тожествЪ 

с0$5.608 2==с0ЗееЖ—5т т 
тригонометрическля лини ихъ значенями, выраженными въ ря- 
дахъ, затЪмъ выполняя умножене, указанное въ лЪвой части и, 
1 ‚2п—2 
наконецъ, сравнивая коэффищенты въ обфихъ частяхъ при 2?” °, 
находимъ 


1 1 т 1 рав 
1.9.98: > 19, Ф- 1 
—(—1)?- Е 
1.2...(2и-—2ъ.) 1.2...2 
®#— 1 271—2 и 
т ро и он) 
В 


п 


мт 


Мы показали (п’191), что при всякомъ значени х имфемъ 


=(—1)"2(2""—1) 


.: > 
а 


к. - 
ый ви фшыынь Е Ди 
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а таХ 1 3х 2 2: 
— т — 0? (2=) 22? | (3=)— 27? Тез 
т 8" 5 
5есж= - —- ; 


Если при посредств$ дфлешя разложимь въ ряды, расположен- 
ные по восходящимъ степенямъ 2, дроби, заключающяся въ пра- 
выхъ частяхъ этихъ формулъ, и отождествимъ результаты съ фор- 
мулами (1) и (2), то получимъ 


( 1 1 1 ИА ити 
ати в. = ВВ, 
1 1 1 2—1 р а 7% 
1 = |.*- = 15348750, 
ПВ а Е О 
Е 74 т 30240 ® 
1 1 1 ее ое 
| 1 рая 3" 42 т в” 1 о Эй ВЕ 
И 
1 т 1 г 
а. 
1 1 1 Фе 
Ты ве =р==ь, 
(4) _ а У о 
| ВЕН 1 Г --= 1284 2 `1686 
й 1 1 о —2-+1 
[ 1 зяя ин лин -Ё.-. = 12..Эи Эт - 


Слфдуеть замфтить, что формулы (3) могуть быть выведены изъ 
формулъ п’ 193 и что первую изъ формулъ (4) мы уже встр$тили 
въ п 191. 


О круювыхь функщяхь мнимыль перемьнныль. 
196. Разложешя, которыя мы вывели въ предыдущихъ парагра- 


фахъ, даютъ намъ возможность разематриваль круговыя функши съ 
точки зр$н1я гораздо болЪе общей, ч$мъ та, съ какой мы до сихъ поръ 
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ихъ разематривали. Дъйствительно, мы видимъ, что если мы будемъ 
епредфлять функщи 52 и 082 при посредствЪ равенствъ 


Е ИТ 
ВР т. ааа 


(1) 2% 8 
Е и 
то можемъ даваль перемфиной 2 мнимыя значеня, такъ какъ ряды, 
заключающиеся въ предыдущихъ формулахъ, остаются сходящимися, 
когда 2 обозначаетъь мнимое выражене. ДъЪйствительно, рядъ, члены 
котораго мнимы, называется слодяцимея, если оба ряда, членами 
одного изъ которыхь служать вещественвыя части членовъ даннаго 
ряда, а членами другаго—коэффищенты при { членовъ даннаго же 
ряда, сходящщеся. Но положивъ 
Е==0(с05®--1808 8), 


найдемъ 
: (р 03605 3% ее мы 
м — >>> ——— ыы 
1 Ре 1 15 г 


к 06082% | р’ 054% ) 
вон (1— Ре 
ой ото | рзтАю — ) 
> рии 


й такъ какъ ряды 
б 0 р о 
ей а 1-15 7: АЕ м 


сходяшеся, каково бы ни было положительное число р, то, слЪ- 
довательно, и подавно, на основан! извъетной теоремы, будутъ схо- 
дянцеся и ряды, входяше въ предыдупия выражен1я 5412 И 6082. 
Функщи #9902, 6082, 3662, 608068 могутъ быть разложены въ 
сходяццеся ряды, расположенные по восходящимъ степенямъ 2, ВЪ 
очень ограниченномъ промежуткЪ, когда 2 число вещественное, а по- 
тому этими разложентями нельзя воспользоваться для общаго опред$- 
лезмя функщй, къ которымъ он относятся; но вполнЪ естественно 
опредфлить послфдейя функши при посредств равенствъ 


$812 6082 
ад а= ——,  0602==_, 
6082? т 
з6е2= ‚ 608062—= 
608 8 $01 Е 


* 
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Отсюда заключаемь, что отношения и 7972 


И 
8 


единицЪ, когда, мнимая перемЪнная # стремится къ нулю. 


стремятся `КЪ 


197. Съ этой новой точки зря прямыя круговыя функщи 
имфють замфчательную связь съ функшями, которыя называются 
зоюказательными; постараемся это установить. 


Обозначимъ чрезъ 2 вещественную или мнимую перемфнную и 
положимъ 


з 
2 


а 8 о | 2% 
ета таз таза Г: 


рядъ правой части будетъ, очевидно, сходящимся при веякомъ ве- 
щшественномъ или мнимомъ значени 2; зам$няя 2 чрезъ 2,, полу- 
ЧИМЪ 
в 2.” и С: 
(аа таз това +... 

Такъ какъ оба ряда абсолютно сходяпиеся, то перемножая ихъ 
и соединяя въ одинъ члены одного измфревя относительно 2 и 2,, 
получимъ, согласно извЪстной теорем, новый сходящся рядъ, 
сумма которато будетъ равна $(2)%(2.). Составивъ это произве- 
ден1е, найдемъ, что членъ изм$реня 7 относительно 2 и 2, 
будеть 


т 7 п("—1) 
ИЕ И ЕН еЖИ И? ы2 т 
8-2 | 42 -...—&, 
ИЛИ 


еее)" 


слЪдовательно, будемъ имЪть 


э(едзеие-Е,) 


и, поэтому, 


(а) (ел) (е,). ча —=а-на-еа,--...-Рар—), 


каковы бы ни были \, чиселъ 2, 2,,.... Если эти числа равны между 
собою, то предыдущая формула приводится къ’ сл5дующей 


Серре. Тригонометр:я. ай 


958 ТРИГОНОМЕТРГЯ. 


слфдовательно, если № и у будуть два цфлыхь положительныхъ 
числа, то будемъ имЪть 


=) = ОР, 


и, такъ какъ 9(1) 5(—1)=5(0)==1, то 


(=) = еде 


Принято значен!е (1) обсзначать чрезъ е; такимъ образомъ 
ф 1 1 
и а ет 
Е Е 2 


рядъ, при посредствЪ котораго число е опред$ляетея, быстро схо- 
дянИйся, и, если положимъ 


1 1 1 
о 
то В, будеть погрЬшностью, которую мы сдфлаемъ, остановившись 


на член 5 5 . Очевидно, будемъ имфть 


1 
1.2. 


В =-5— 


ян Ее а И 1 
и, слЪдовательно, 


1 
Е,< ен -Р о Ня Ра о -.. --| 


ИЛИ 


1 м 
В,< ры Же 


п 


слфдовательно, если при вычислени е мы пренебрежемъ всеми чде- 
нами, слЪдующими за (и--1)-ымъ, то сд$ланная погр$шность будетъ 
меньше я-ой части этого члена; такимъ образомъ найдемъ 


е—=2,71828 18284 59045.... 


Принимая во вниман!е предыдущее, мы можемъ написать 


у, У =, 
У ` 
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г 


” 


), 
Но число #(*) очевидно положительное, а такъ какъ 


Е 


: 1, 
те, сл$довательно, и о т в число положительное; отсюда заклю- 


чаемъ, что если 2 число вещественное, то количество (2) будеть 


‘равно тому изъ значенй выраженя е’, которое вещественное и по- 


ложительное. \ 
Этотъ результать приводить насъ, естественно, къ тому, чтобы 
обозначать чрезь е’, каково бы ни было 2, сумму сходящагося 


Г 
‚ ряда НЕТ 5-..: такимъ образомъ суммироване этого ряда, 


равносильно возвышенйо числа е въ степень 2; и послЪ только что 
установленнаго нами предложеня, основное свойство функщи е* 
выражается при посредствз формулы 


(2) ве — е2+=1 
которая справедлива, каковы бы ни были числа 2 и #. 


Если мы будемъ всегда И обозначать чрезь & и замфнимъ 
въ уравнени 


ы 2 22 2 
{3) е—1--- 151955 -.... 
= послфдовательно чрезъ | и чрезь —42, то получимъ 
те =. 2 2 
о, 
м _2 21 Иа 23 25 я 
ды аи 1234 — А 5 =.), 


то есть, на основаи равенетвъ (1), 


|’ —=е08г-Ч ть, 


(4) 
отсюда находимъ 

7 — е— 1 . е2 — р—*2 
{5) 6052== =. 


| | 2 
Если въ основной т (2) замЪнимъ 2 и 2, сперва чрезъ 
2 и 12,, 2 и —412., то будемъ имЪфть 


6? её: — веа--2), 2-й - бы в— 2-Е), 
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и, на основани формуль (4), 
(с052—18т2) (08 ии. эта, )=е0з(г-- а.) 21), 
(с052-—15%2)(608 21 г. )=с08(2-Ё 2, — за); 


складывая и затЪмъ вычитая одно изъ другого эти два равенства. 
и выполняя указанныя умножешя, получимъ формулы 


соз(г- 2, )=052 с082,—812 5121, 
р | эт(е--2.)=8%2 с082,--6088 52, 


которыя справедливы, каковы бы ни были количества веществен- 
ныя или мнимыя, обозначаемыя чрезь 2и2,. Отсюда слфдуетъ, что 
веЪ формулы общей тригонометрии, которыя мы вывели изъ фор- 
муль, относящихся къ сложенио дугъ, будуть существовать безъ 
всякаго измфнешя, когда значения дугъ будуть мнимыя. 
Если въ формулахъ (2) и (6) замнимъ 2 чрезъ хи 2, чрезъ 
ту, то получимъ 
е-НУ — е*. еб, 
соз(2-Ну)==с05% с05/—80 5 АУ, 
з(а-Н у) с08 6052 АУ; 
но формулы (4) и (5) примуть видъ 
. В и ву —6 % 
(7)  с'У—созу-Ы зу, созу= ь ‚ = я 


ы = 


слЪдовательно, будемъ имЪть 


ей, —е” созу--4е" зу, 


Уи у в-У 
со5(#-—- у) = 08 #—4 ——8т 5, 


(8) 5 
2% ИЕ 
ят(а-Ри) =— = ти о: 


Эти формулы справедливы, каковы бы ни были значешя хи у 
вешественныя или мнимыя; но онЪ въ особенности будутъ полезны 
для приведев:я къ обыкнозенному виду мнимыхъ выражешй функ- 
ЩИ @*, 6052 и 2, въ которыхъ 2 обозначаеть мнимое выраже- 


не 2-4. 
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Имемъ еше, каковы бы ни были Хх и У, 
> ое ви(а--ту) Е 2 т(ж-|- 8) с0(#—4и ) 
ват (#--9/) — воз(я-- у)” 2008(х--у)в08(&—4%у) 
__ 8т22--8т 289 
—  в0з25--в082у 


и, на основани формулъ (7), 
. __ Эт2х-ЬКе—е 9) 
(9) мт (е-НУ) = осоваю ен ре-19) 


Въ случаБ, когда х==0, эта послБдняя формула принимаетъ слБ- 
луюший видъ 


(10) ито = 


ое 
о. у ^ 

198. Показательная функщя ©’ обладаеть однимъ замфчатель- 
нымъ свойствомъ, которое можеть быть выражено въ сл$дующей 
теоремЪ: 

ТЕОРЕМА. — Если обозначимь чрезь 2 данное число вещественное 
или мнимое и чрезь т цьлое положительное число, то будемь 
имъть | 


7% 


ет! 1 -- =.) ДлЯ == ©. 


Чтобы доказать эту теорему, разложимъ при посредств$ фор- 
мулы бинома, относящейся къ показателю цфлому и положительному, 


| 2 ИД 
выражене (1-+ =) ; обозначивъ чрезъ * цфлое число, меньшее и, 


но такое, которое можно предположить произвольно большимъ, по- 
лучимъ 


(1) |+ з+ 
| (а-я Ен 


В, обозначаеть сумму членовъ, въ ограниченномъ числф, которые 
сл$дуютъ за (и--1)-ымъ, а именно 


в,=(1—) а 


Е в, 


ИЕ СЧА и 


262 ТРИГОНОМЕТРТГЯ. 


Мы знаемъ, что модуль произведеня равенъ произведен!ю модулей 
сомножителей и что модуль суммы не можеть быть больше суммы 
модулей частей (п°162); слфдовательно, модуль В, не можеть быть 
больше значен!я, которое принимаеть правая часть предыдущей 
формулы, когда въ ней замфнимъ 2 чрезъ его модуль р. Но это 
значеше, которое является суммою ограниченнаго числа членовъ, 

. : п—1\ 2“ 
очевидно меньше модуля произведеня (1—=)-.. (1— т 


на сумму безконечной геометрической прогресс 
[+ 
ЕЯ а ...9 
п--1 1 


каковая сумма равна, Е. если положимъ 9-1 > р. 


Такъ какъ модуль В, меныше модуля выражен1я 


| 1 ве. 2" 0 
И? т | 1.2... \п-- 1—6] ’ 


то, обозначая чрезь 0 нЪкоторое мнимое выраженше, котораго мо- 
дуль меньше единицы, будемъ имфть 


[. п—1 2" р 
г) в, (1 =.).-(1- т ее. 


Предположимъ теперь, что число ® не измфняется, а цфлое 
число 2 безконечно возрастаетъ; формулы (1) и (2), если въ нихъ 
примемъ = со, дадуть 


г 77 2 2 27 
(3) т (1-- =.) = тв -.Нэ Е, 


2 р 
. / ——_——_—_—— 
(4) п, 1.2...пи-Н1—р’ 


гдЪ ‘0’ обозначаеть число, модуль котораго не превосходитъ 1. `Ра- 
венство (3) справедливо, какъ велико бы ни было 9; если будемъ 
увеличивать это число до безконечноети, то изъ формулы (4) мы 
видимъ, что В’, будеть стремиться къ нулю и формула (3) дастъ 


: в” 2 2? 23 
вт (1-- =) Пе а 


ар 
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то есть 


* А 
т(1-- =) 50". 

Замъчане.— Теорема, которую мы только что доказали, можеть 
быть обобщена и формулирована такъ: 

Если т обозначаеть цльлое положительное число и если = бу- 
деть мнимой перемьнной функщей т, стремящейся кь предълу 2» 
кода т стремится къ безконечности, то будемь имлтуть 


. А 2 
вт (1-5 =) —6е”% ДлЯ Ж== ©. 


Въ самомъ дЪлЪ, равенства (1) и (2) будутъ справедливы и для 
того случая, когда 2 зависить оть и. Если въ нихъ примемъ 
1:— со и обозначимь чрезъ о, молуль 2., т. е. предфлъ р, то бу- 
демъ имЪть | 


фт # р о Та Ы // 
пт) ана", 
=. № // 
И авы 0 бо 
"].2...В-Е- ро, 

гдф 0’ постоянно обозначаетъь выражен1е вещественное или мнимое, 
котораго модуль меньше 1; если я будетъ стремиться къ безконеч- 
ности, то получимъ 


„ \Т 
Гб (1 —- тй — е*%. 
71% 


199. Аналогя, которая существуеть между прямыми круговыми 
функщями и показательными, естественно будетъ существовать и 
между обратными круговыми функщями и логариемами. 

Неперовымь лочриемомь мнимаго выражея 2==6 (с08%--1 8%) 
называютъ показателя степени, въ которую надо возвысить число 
е для того, чтобы получить р(с05%--5т). Чтобы найти подоб- 
ный логариемъ, слфдуеть найти вещественныя значешя х и У, 
удовлетворяюния равенству 


е7--/ — р (воз%--159%6), 
ИЛИ 
е*(созу--15у)=р(с05®-5т0)}. 
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Изъ этого равенства вытекмоть два сл$дующя 
е* 6081/0608 ®, е* 5 у==р 8, 
откуда получаемъ 
е?—0, 605У==608®, ЗТу=5®, 


и, слЪдовательно, 
д=ф, У=о-Е2йк, 


гдф # неопредфленное цфлое число. Такимъ образомъ выражене 


р(в0з%- 8%) 


имфетъ безчисленное множество неперовыхъ логариемовъ, которые. 


всЪ даны при посредствЪ формулы 
Ир(созо- то) == ®-Н(ео-Н 2); 
въ частныхь случаяхъ, для о==0 и для о=т, имфемъ 


Кр=ю--а, Кр =-Нов+1) = 
знакъ Ко) здфсь служить для обозначешя всфхъ вмЪотф взятыхъ 
логариемовъ р, тогда какъ № служить для обозначенйя только того 
изъ этихъ логариемовъ, который вещественный. 

Когда 2 обозначаеть мнимое выражене, то 


атс те, гс с082, ато те, атс с0ф2,... 


предетавляютъ мнимыя выражен1я, которыхъ синусъ, или косинусъ, 
или тангенсъ, и т. д. равенъ 2; эти выраженя могутъ принимать 
безконечное число значешй какъ въ случаЪ, когда 2 мнимое, такъ 
`и въ случаЪ, когда 2 вещественное; чтобы мы могли принимать 
ихъь какъ функши 2, необходимо прибавить нФкоторыя условя къ 
ихъ опредфленшю. Но мы не можемъ входить въ подробности, ко- 
торыя относятся къ этому вопросу, такъ какъ выйдемъ изъ опре- 
дЪленныхъ нами рамокъ, почему отсылаемъ читателя къ сочине- 
нямъ, въ которыхь Коши занимался этимъ вопросомъ. Мы здфеь 
ограничимся указашемъ способа, при помощи котораго опред$ляются 
значення выражешй 47сс0$2, атс с052,..., когда 2 иметь мнимое 
значен!е = #6. Разсмотримъ, напримфръ. выражене ас 08 (а- 26): 
если ПОлОЖимъЪ - 


д иу—ате в0з(а--8), 


4 


` 
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то получимъ - ь 
У ; -е—9 . е’—е—ч 
а-|--6=008 (я 3у)= = 6057—3 > — 8%; 
слЪдовательно, имфемъ 
е/--е 9 еи—в 9. 

(1) о 06а, этя#—=—6, 
откуда 

а 6 
(2) | еу ы: те б Е а. {#} ет #2) 


603% тс? — 603 ' этх’ 
и, перемножая, 
а? 62 


608? % т? — 


) 


Или 
811 2—(1—9?—6?)5т?х— 6*=0. 


Отсюда, замфтивъ, что 5?х число положительное, получаемъ 
а = 
= к. " 
т? х И -|- ( 5 } — 6', 


6087— т г. = З 5 


затЪмъ 


9? 


ее ЕЕрАе 
ВЕН НН) 


2 


извлекая квадратный корень изъ обфихь частей и замфтивъ, что 
605% долженъ имЪть тоть же знакъ, что и а, получимъ 


(3) во ———— НЕ ы 


ее уеене) > 


Если для краткости примемъ 


>- 
. 


9 
2.=а76 605 ь о 


Е 


у ( а б ) 
ы созж, т.’ 


ъ2- 
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то равенства (2) и (3) дадуть 
ИЕ, У, 


гдЪ верхые или нижн!е знаки должны быть взяты соотвЪтственно 
и гдф # обозначаеть неопредЗленное цфлое число; отсюда слБ- 
дуетъ, что | 

атс воз (а 16)= 2 = (9). 

Въ частномъ случаф, когда 6=0, равенства (1) даютъ непо- 
средственно 3%4==0 или у=0. Если примемъ у=0, то получимъ 
с051=—=а, и это рфшенве возможно только въ случа, когда &а 
заключается между —1 и -!. Полагая зил==0, будемъ имЪть 
с051== =1, при чемъ знакъ въ правой части будетъ тотъ же, что 
и при 2; тогда первое равенство (1) даетъ 

ее "— = 39а, 
откуда 


в а-я —1 и У=И=а-Ну— 1). 
СлЪдовательно, если « заключается между — <> и —1, имфемъ 
атс соза= (2-1) «НИ (-—я-РУ “— 1. 


и, если а заключается между ЕТ и — ©, 


агс с08 = ж--И ау ®— ты 
гдф К всегда обозначаеть пфлое число положительное, отрицатель- 
ное, нуль. 


1 


О итерболическихь косинуеаль и синуса. 


200. Тригонометрическя таблицы даютъ средство вычислить 
возд и тт, какова бы ни была вещественная дуга 42; и если 
бы имЪли друтя таблицы, даюнйя значешя с05% и пах для 
веЪхъ вещественныхъ значевй х, то легко мы могли бы получить 
при посредствЪ формуль, относящихся къ сложено дугъ, косинусъ 
и синусъ какого угодно мнимаго выражешя 2--/. Таблицы такя 
дЪйствительно были составлены; но составители ихъ, желая избЪ- 
жать употреблешя мнимыхъ чисель, сочли необходимымъ ввести 
новое обозначен1е, о которомъ мы здесь скажемъ. 
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Когда перем$нная х вещественна, то функщи с05 и а 


тоже вещественны; первая изъ нихъ называется зипорболическимь 
косинусомзь, а вторая гиперболическимъ синусомъ х. Гиперболиче- 
сый косинусъ и гиперболическй ‘синусъ можемъ обозначать при 
посредетвЪ характеристикъ с05 йур, тур, поставленныхъ вероди 
перем$нной; тогда будемъ имфть 


. 51180 
08 Йурх==созах, зтфурх= 
ИЛИ 
© се ?* ь о 2— 
с058 ур альиа а ь т Ар ж= 6 : 


Гиперболичесяй косинусъ и гиперболичесый синусъ перемфнной х 
связаны между собою соотношенемъ 


603 йур* 2—8 14? =. 


Чаестныя ры ое ВЫ ЕЕ 
608 пур х 5т Пур т 


зенсомъ и зитерболическимь котанленсомь х и будемъ имфть 


называются зииерболическимь тан- 


е* 


у Мур и= = ‚ с Пр =: 


Наконецъ. когда положимъ 08 урх==у или $т йурх==Ч, или и т. д., 


то также пишемъ х==а7с соз Руру, или х—ате эт Туру, или и т. д., 


поелЪ этого имфемъ 
атс со; Пурх==Их = И=— 1, 


атс т йур х=Иа = И=-- 1), 


атс {ат 9 пура=И— НЫ. 


Чтобы оправдать обозначеня, которыми мы пользуемся, необходимо 
прибфгнуть къ дифференщальному исчислению *). 

*) Если отнесемъ кругъ, ражусь котораго принять за единицу, къ 
двумъ прямоугольнымъ координатамъ, изъ которыхъ одна, а именно аб- 
сцисса, проходитъ чрезъ начало дугъ, то абсцисса и ордината точки М на 
окружности будутъ косинусомъ и синусомъ дуги, заключающейся между осью 
абсциссъ и точкою М, или же, что одно и тоже, косинусомъ и синусомъ удвоен- 
ной площади сектора, соотв тствующаго дуг$, о которой говорится. Точно 
также, если отнесемъ къ этимъ осямъ равностороннюю гиперболу, полуось 
которой принята за единицу, то абсцисса и ордината точки М этой кри- 
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Первыми таблицами гипербалическихь касинусовъ и синусовъ 
мы обязаны Ламберту (ГалаЪег6); онф вышли въ свфть въ БерлинЪ 
въ 1770 г.; въ послфдые годы Гудерманнъ (Сидегтаи) издалъ 
другя болЪе обширныя и которыя слфдуетъ предпочесть таблицамъ 
Ламберта. 


Разложеня функий 109(1--2) и агстуе въ ряды по восходящимь 
степенямь 2 


201. Способъ, которымь мы намфрены воспользоваться для 
разложен!я въ ряды функши 109(1--2) и @гс1ат92, предполагаеть 
формулу двучлена для дробнаго показателя. Для полноты изло- 
женя теорйи, разсматриваемой въ этой главф, мы начнемъ съ вы- 
вода этой формулы. 

Формула виномл. — Обозначимъ чрезъ % какое нибудь вещеет- 
венное число, а чрезь 2 вещественное или мнимое число, модуль 
котораго меньше 1; рядъ 

п(п—1)(й— 


т п(п— 1) 2) 
РЕ пе т 


вой будуть гиперболическимь косинусомъ и гиперболическимь синусомъ 
удвоенной площади сектора, заключающагося между осью абсоциссъ и ра- 
друсомъ, соединяющимь точку М съ центромъ кривой. 

Въ самомъ дЪлЪ, если примемъ за единицу полуось равносторонней 
гиперболы, то абсцисса 2, по предположеню положительная, и ордината 

к . 2 2 

будуть удовлетворять уравнен!ю Е? 2—1; такимъ образомъ Ё И М бу- 
дуть обязательно гиперболическимъ косинусомъ и гиперболическим» си- 
нусомъ нфкоторой перемфнной =. Слфдовательно, можемь положить 


ее : е—е* 
= ‚ ИА Мура=—5; 


==608 пурх== 
откуда выводимъ, пользуясь дифференщальнымъ исчислешемъ 
ф=—141, @=ах, 
2Ал-—щ% = — 1’) ах, 
ах—=ат-— 0. 
Отсюда мы видимъ, что х дЪйствительно будетъ удвоенною площадью сек- 


тора, заключающагося между осью положительныхь абсциссь и ралау- 
сомъ, который соединяетъ центръ кривой съ точкой, которой коорди- 


откуда 


ИЛИ 


наты будуть и 1. 
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ыы 


будетъ сумма, состоящая изъ конечнаго числа членовъ, если % нфлое 
положительное число; во всякомъ другомъ случа$ онъ будетъ состоять 
изъ неограниченнаго числа, членовъ, но онъ всегда будетъ сходящимся, 
потому что модуль 2 меньше 1 (по предположеню), и, сл$довательно, 


| и | 
модуль отношеня ии. (»--1)-аго члена ряда къ в-ому члену 


останется меньше н$котораго числа, которое само меньше 1 для 
веъхь значешй в, большихъ нфкотораго пред$ла. 
Посл этого, если будемъ разматривать 2 какъ постоянное 


число, а ® какъ перемфнное, то, обозначивъ чрезъ $(п) сумму ряда, 
получимъ 


о п | 9—1), 

о(п)—=1-- у #-—- т 2?--. а 
и, замЪнивъ ® чрезъ ж,, 

Е > п. (я. —1) 

Ф(и,)=1-- он ре 2? ране 
Если $(п) умножимъ на ©(п.) и расположимъ произведене по сте- 
пенямъ 2, то найдемъ, воспользовавшись формулою (1) п’180, 
что коэффищенть при 2} будетъ 

(ип, (Ри, —1)... (ити — 1). 


И 
откуда слфдуетъ, что 


2(п) (п, )==(пт-Епо), 


и, слБдовательно, 


| (п) (п) (п,).. (ти) (и-и ри. ь ЕЯ, ). 
гдф и, п, п,,....п_, произвольныя числа. Если предположимъ, что 
эти числа равны между собою, то получимъ 


[= фр»). 
Отсюда слБдуетъ, что если м и у суть два цфлыя положительныя 


числа, то будемъ имЪть 


(=) =, 


такъ какъ каждая часть этой формулы равна, на основаи пре- 
дыдущаго, $(-—= 5). Но имфемъ 
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м 
=1-#- 2—2... = её =(-Н 


[С тчны” 


ы, т 
слЪдовательно, число (= = есть одно изъ значеми выраженя 


И, 


аа” х и, имя именно это въ виду, можемъ написать 


(= ва = =. 


202. Разложеве Функши 109(1--2). — Обозначимъ чрезъ 2 ве- 
щественную или мнимую перем$нную, модуль которой меньше 1; 
на основани предыдущаго, если т обозначаеть цфлое положитель- 


ное число, рядъ 
— —— ЕЕ оза 
1) т = (> : т 1:9 В 


а 


будеть сходящимся и 7#-ая его степень равна 1-—-г. СлЪдовательно, 


% 
если обозначимъ чрезъ 1--„, сумму ряда, то будемъ имЪть 


с а 


кие 
В, будеть остаткомъ ряда: 
В,-=—1)" (1). (1 тен 


а и гы ет з 
х еще НЕ + =). и 


Числовые коэффищенты суммы, заключенной въ скобкахъ, вс меньше 
1, слЪдовательно, если обозначимъ чрезъ р модуль 2, то модуль суммы, 

5 9 ` 
о которой мы говоримъ, будетъ меньше 1--р--р”-|-....., т. е. меньше 
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= _ сама сумма можеть быть выражена чрезъ пар ГД 0 0бо- 
—. и °. 


значаеть мнимое выражен1е, модуль котораго меньше 1. На осно- 
ваши этого выражене + будетъ 


{ 2 к 1 2% 
м | 
о ны 
ат 


Если цфлое число т будетъ стремиться къ безконечности и если 
обозначимъ чрезъ и, предфлъ и, то равенство (1), на основан!и ‚тео- 
ремы, доказанной въ п°’198, дастъ сперва 


(3) е — 1-2, 


и зат$мъ, на основаши равенства (2), будемъ имЪть 


4) к 2 22 23 Р я" р РР ы 0" 
( ик Е ) НР ) т о 


тдЪ 0” обозначаеть мнимое выражене, модуль котораго меньше 1. 


7-1 


Наконецъ, такъ какъ стремится къ нулю, когда ® стремится 


т--1 

къ безконечности, то будемъ имЪть вь предл, для и=со, 
8 я. 8 2% 

6). а ры 


На основани формулы (3) количество +, выражаеть одинъ изь 
неперовыхъ логариемовъ 1--2 и мы можемъ написать 


(6) | 


Положительное количество имЪетъ только одинъ логариемъ веществен- 
НЫЙ; поэтому, если 2 приводится къ вещественному количеству =х, 


заключающемуся между—1 и --1, то вещественными логариема- 
ми 1 хи 1 будуть 


т К) = т... 


И 
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203. Вернемся къ формулЪ (6) и положимъ 
(8) | 2==ре® == р(с05®--- 5 6), 
\ 1—7 — (6080-11 590). 
Изъ этихъ двухъ уравненй получаемъ 


г 6080=1--р 608%, 7500 ==р 8, 


затЬмъ . 
.©) ‚РИ рожь, 
И, 
1--р 608% —_ 5 р $3 ® 
С р т. 
(10) — с0$0 - ‚ 5000 т: тд и 


Такъ какъ количества р и ® даны, то уравнеше (9) опредЪ- 
ляеть безь двойственности модуль 7; что же касается угла 0, то онъ 
также будетъ вполн® опредЪленъ при посредствЪ уравневй (10), если 
поставимъ услове, что онъ заключается между предфлами —м и т. 
Но такъ какъ модуль р количества 2 меньше 1, то мы видимъ изъ 


уравнений (10), что 0050 всегда положительный и, сл$довательно, 
уголъ 6 будетъ заключаться между предлами Е и т. слЪ- 


довательно, этотъ уголъ опред$лится безъ двойственности изъ третьяго 
уравнен!я (10), которое даетъ возможность опредфлить его тангенст. 

ПослЪ этого, общее выражен1е неперовыхъ логариемовъ коли- 
чества 1--2 будетъ 


(1-2) = Кей) = ИЦ 2%). 


гдЪ Ё цфлое число; слФдовательно, формула (6) дастъ, для подхо- 
дящаго значешя №, | 
2 28 3 
ре ® 0 е (©) 0 634 


док А 


Правая часть этого равенства обращается въ нуль при р=0; то же 
самое имЪемь и относительно количествъ и 0; но эти посл5дея 
суть непрерывныя функщи количества р; слЪдовательно, цфлое число 
№ необходимо равно нулю и будемъ имЪть 


ИО] е2> 3р324) 
(11) Е 
ть жа 
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Если отдфльно приравняемъ вещественныя части и коэффищенты 
при и если одновременно ‚зам$нимъ “и 0 чрезъь ихь значеня 
у >. 

полученныя изъ равенствъ (9) и (10), то получимъ 


о 
(12) ИЕ бревен 9 ее т. р 
0 5786 р5т®Ф р тет 03 а 
18 [ АР: - > 
(13) (гс оно т 5 5 ка 


при чемъ селВдуеть помнить, что лЪвая часть равенства (13) должна 


быть взята между предБлами — 5 и а. ом 


Если въ формулахь (12) и (13) замбнимь ® чрезь ^—, то 
получимъ 


я И ЕНЕНЕНН ЕЕ о 53 605: 
По 
(15) тет аа о Ре 2 и о 


1—р с08® 
Эти формулы (12), (13), (14) и ыы очень часто употребляются 
въ астрономи и геодезии. 
Замчииие.— Очень важно замфтить, что формула (4) даетъ вы- 
ражен!е остатка ряда, въ который разлагается ((1--2). НапримЪръ, 
если въ этой формулЪ положимъ и=0, то получимъ 


0/ 
1-е 


или, что одно и то же, 


(16) п= т, 
р 
гдЪ 0’ обозначаеть выражене, модуль котораго меньше 1. 
204. РАЗЛОЖЕН ДУГИ ВЪ РЯДЪ, РАСПОЛОЖЕННЫЙ ПО СТЕПЕНЯМЬ 
вя ТАНГЕНСА. — Ряды, заключающиеся въ формулахь (13) и (15), 
сходяпцеся, каково бы ни было «, для всБхь значешй р, мень- 
шихъ 1; если въ формул (13) положимъ 
Е г ‚ р5По=а, 
то получимъ формулу 
7) ато ат И в 
( Е. 


которая будетъ справедлива для всфхъ вешественныхъ значенйй 2, 
Серре. Тригонометр!я. 18 
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заключающихся между —Т и 1. ЛЪвая часть должна быть взята, 


какъ мы это видЪли, между предълами — и — 


>| а 


и тогда она 


непремфнно будетъ заключалься между -_ и —- ев Если поло- 


ЖИМЪ 
8=тх, 


то формула (17) преобразуется въ сл$дующую 


„__ #09< 09% | тт 
(18) д — Е 3 — 5 м. 


которая будеть справедлива для всфхъ значенй х, заключающихся 


т п 


$. | О 
между— 1 ит: 
Точно также имЪемъ 


1 у 
атс Затуа--ате ту — = =, 


= 


Е к п |5 
еели только значеше дуги 2 заключается между — 5 и г 5 и предъ 
_правою частью взять знакъ количества 2; на основаши этого, за- 
| = т Е 
мфнивъ въ формулЪ (17) 2 чрезъ—, будемъ имЪть 
т 1 1 1 
9 сапа еще... 
(1 ) атс итд 2 о - ть 32 а 


Эта новая формула справедлива для всзхъ значен!й 2, заключаю- 
щихся между— © и —1 или между РТ и — со; л6вая часть 


— 
ь 


всегда берется между предфлами — = и -- 5. Полагая 2=9х, 


получимъ формулу 


п вор х 02 
(20) д 5 — 5 —..., 


которая справедлива для значен!й х, заключающихся между— 5 и — 


или между-- д и -- 5. 


ны 
1 


т 


Замльчение.—Въ анализЪ, который привелъ насъ къ формулЪ (17), 


мы предполагали, что ‘абсолютное значене 2 меньше 1; но такъ 
какъ рядъ правой части остается сходящимея для предЪльныхъ 
значенй =1, то формула будетъ справедлива и для этихъ значенй. 
Въ самомъ дЪлЪ, если предположимъ, что == стремится къ еди- 


Га 
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ницЪ, переходя чрезъ рядъ послБдовательныхъ значешй, меньшихъ 1, 


то обЪ части формулы (17) будуть друъ другу равны для вефхъ 
этихъ значенй; кром$ того каждая изъ нихъ стремится къ опре- 


 дфленному предфлу, слдовательно, эти предвлы непрем$нно равны 


между собою. 


Вычиеленае отношеня окружности къ дфаметуу. 


205. Полагая = 7 


въ формулЬ (18) п°204, получимъ 


т т И т 
этотъь рядъ, который мы уже встрЪчали, весьма медленно сходя- 
пуйся и онъ не можеть служить для вычиеленя п; для этой цфли 
можно получить ряды быстро сходяпцеся. 

Положивъ, напримфръ, согласно Эйлеру, 


п 
я == я 
И 
Е. 
19 а= 5, 


будемъ имть 


709 — —#09 4 

4 

т = =; 
ТЕ ют @туа 


1 


замЪняя @ и 6 ихъ значенями въ видЪ рядовъ, полученныхъ . изъ 
формулы (17) п”204, получимъ 


Е 1 1 1 1 1 
= (ув) в—...). 


Мы получимъ ряды быстр$е сходяпеся, если введемъ дугу @, 
тангенсъ которой 1, и поступимъ слБдующимь образомъ. Пусть 


1 
тда= = › 
тогда будемъ имЪть 
р 
р ПИ ы т 


1— та 51, 


__  29192а __ 120 
и 1—1149*2а 19’ 
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Мы видимъ, что 4а мало разнится оть ; если положимъ 
т =44—5, 

то получимъ 

14194а—1 _ 1. 

1--ют94а — 239? 

слЪдовательно, замфняя 4 и 6 ихъ значенями, выраженными въ 

рядахъ, будемъ имЪть 


г 1 1 1 1 1 

а Рибо). 
При помощи этой формулы не трудно найти значене п съ точ- 
ностью до 25 десятичныхъ знаковъ 


п=8,14159 26535 89793 28846 26433 8.... 


Въ Запискахь Империторской Академии Наукь Эйлеръ далъ 
большое число рядовъ того же рода, что и предыдушйй; но мы 
ограничиваемся данными и отсылаемъ читателей, интересующихся 
этими разложенями, къ только что упомянутому нами сочи- 
нен!о. 


$9196= 


Формулы, относяиияся къ вычислению лозариомовь. Модуль 
обыкновенныхь лозариемовь. 


206. Формулы (7) п’202, а именно 


{1-4 =т—5 =... 


остаются въ силЪ ДЛЯ вс$хъ положительныхъ значешй д, меньшихъ 


1; вычитая формулы одну изъ другой, получимъ 


ны (1 ее. т 
й 


Если въ первой формулЪ замнимъ х чрезъ -, а въ третьей 


чрезъ == 


ое ‚ то получимъ 


ГЛАВА ПЯТАЯ. _ ОТ 


о канон. (2 ищи). 
Г 
КА) [тв РОМ ЕЕ РИМЕ (МЕ а И 


и, полагая А=1, 
те ими (у — + —...), 
И пет [Бучт- замер аа |. 


Эти формулы употребляются для вычислемя неперовыхъ лога- 
риемовъ; ряды, которые онф содержать, быстро сходяпеся, когда 


ео 1 
отношеня —; и —- малыя дроби. 


Если формулы (1) умножимъ на модуль обыкновенныхьъ логарие- 
мовъ Л[, то будемъ имЪть 


7 й? И 
09 (М) =ю9 ММ (5—5 +в — ый 


р г № й 
(8) | оон му м+м [ ук -Е зом 
15 р 


Для того чтобы было можно воспользоваться этими формулами 
(3), необходимо знать модуль М, выражене котораго извфетно: 


у 


И=-к, 


и вычислить который легко при посредствЪ формулъ (1) или (2). 
Въ самомъ дфлЪ, вторая изъ формулъ (2) даетъ, если поло- 
жимъ М=—1, 


(4) (НЕ...) 


затБмь вторая изъ формуль (1) даетъ, если положимъ №=8==2° 
Пе: 


- : $ 1 1 
слфдовательно, будемъ имЪть | 


ея (Няни... 
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Ряды, входяш1е въ эту формулу, достаточно сходяшлеся; но 


можно получить безконечное число другихъ болфе быстро схо-. 


дящихся. Напримфръ, если положимъ во второй формулБ (1) 
№М—4096—21?, А1—4, №1 1=4100 и во второй формулВ (2) М= 
—40=22?Ж10, то получимъ 


41--2110=12-2 |9 Че г т ыы +...), 
| 


‘исключая 12 и М1 изъ этихъ двухъ равенствь и равенства (5), 
найдемъ 
т 


и=0 (+++...) 
(7) (Руа) 
о обюыю =.) 


Если вычислимъ каждый членъ формулы (6) или формулы (7) 


съ 28 десятичными знаками, такимъ образомъ, чтобы 25 изъ нихъ 


сохранились въ значеняхъ —. и М, то найдемъ 
[1 —0 30258 50999 94045 68401 79914..., 


(8) в 
М=0,43429 44819 08251 82765 11289.... 

Если модуль будеть опрелфленъ, то формулы (3) могутъ быть 
употреблены для вычислев!я обыкновенныхъ логариемовъ; но мы 
по этому поводу отсылаемъ читателя къ введению, помфшенному въ 
логариемахъ Каллэта. 


Разложеня функций сотах и зтитх въ ряды по вослодящимь вте- 
пенямь зтх. 


207. Формулы (1) и (2) п’ 181, гдБ т обозначаетъь цфлое число, 
дають значен!я созта и зтта, выраженныя при посредетвЪ много- 
члена, расположеннаго по цфлымъ и восходящимъ степенямъ '52%а 
или при посредствЪ произведевя, происшедшаго отъ перемноженя 
такого многочлена и с05@; формулы (1) относятся къ случаю, когда, 
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с < ` > 

зв четное число, а фурмулы (2) къ случаю, когда ли нечетное число. 
Правыя части формулы (1) будуть безконечными рядами, если т 
перестаетъ быть числомъ четнымъ; то же самое имфемъ и для пра- 
выхъ частей формулъ (2), когда 2 перестаеть быть числомъ нечет- 
нымъ, но легко убЪдиться, что эти ряды всегда будуть сходянцеся. 
Кром того, вычисленя, которыя мы выполнили при выводЪ фор- 
мулъ, о которыхъ идеть рЪфчь, предположивъ, что въ однЪхъ т 
четное число, а въ другихъ и нечетное число, относятся точно 
также и къ тому случаю, когда предположимъ обратное, лишь бы 
только с0за быль положителенъ, каковое услов!е будеть выпол- 


п . п 
нено, если дуга а заключается между предфлами —5 и 5; 
Е 2 2 


единственная разница дЪйствительно состоитъ въ томъ, что въ случаЪ, 
расмотрфнномъ нами въ п°181, мы разлагали только цфлыя степени 
двучлена 1—5%?а, тогда какъ здесь показатели этихъ степеней 
будуть имфть знаменателемъь 2. Но каждая изъ этихъ степеней, 
какъ мы видфли, можеть быть разложена въ сходянйся рядъ, 
члены которато слфдують другъ за другомъ согласно тому же закону, 
что и члены разложеый цфлыхъ степеней; число же тЪхъ изъ этихъ 
рядовъ, которые придется соединять, конечное и формула приведеня 
п° 180 общая; слфдовательно, мы непремфнно прйдемъ къ тфмъ же 
результатамъ, примфняя одинь и тотъ же способъ какъ въ случаз, 
когда 1% четное, такъ и въ томъ случа, когда 2 нечетное. Слф- 
довалельно, двумя системами формуль (1) и (2) п’181 можно 
одинаково пользоваться, каково бы ни было цфлое число и, однако 
при томъ только услов!и, чтобы дуга а заключалась между предЪ- 


лами — и не . Сафдовательно, соединяя первую формулу (1) 


со второй и ыы и вмБето а написавъ 2, будемъ имЪть 


[ Й т 2)т . тт—2) а 
608 та=1— т 5.8? в Я 51 —...> 

: : т. т-НТ)ииат — 
(1} ) зиих=- эти— и 1) яр 
ы | у №. ре . ы 

| я (т--8т-Е)ицт-—1 (8) 5 

\ 1.9.9.4.5 
лишь бы только, повторяемъ, и было числомъ ифлымъ и значеше х 


а 


заключалось между —- 


на 


52! Я 


ь 
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ПослЪ этого, я говорю, что формулы (1) справедливы для всфхъ 
вещественныхъ значенй 27, если дуга х будетъ заключаться между 


предфлами — оли | — 
Въ самомъ дфлЪ, обозначимъ чрезъ (2) сумму правыхъ частей 


формулъ (1), соотвЪтственно умноженныхъ на 1 и И или $; 
обозначимь также чрезъ $(т,) и $(т т.) результаты, которые 
получимъ, замфняя 2 чрезъ т, и чрезь и-Ёт, въ функщи (т). 
Количества $(1), $(т,), $(‘т--т.), расположенныя по возрастаю- 
щимъ степенямъ 5х, будутъ всегда сходянйеся ряды и эта схо- 
димость не нарушится, если зам$нимъ каждый членъ его моду- 
лемъ: отсюда слфдуетьъ, что, если перемножимъ между собою ряды, 
выражаемые чрезъ $(%) и $(т.), и если произведеше расположимъ 
по восходящимъ степенямъ 5х, то получимъ новый сходянийся 
рядъ, сумма котораго будеть (т) ©(т.). Но когда тж и т, приво- 
дятся къ цфлымъ числамъ, то будемь имЪть 


(2) Ф(т)Ф( т, )==(т-Нть), 
такъ какъ въ этомъ случа равенства (1) остаются въ силЪ и бу- 
демъ имЪть 

о (т)= ет , (т, )= от, 
и въ этомъ случа, коэффищенты при одинаковыхъ степеняхь 5$ 
въ обфихъ частяхь тождественно равны. Эти коэффишенты бу- 
дуть цфлыми функщями 2% и 2%. и изь того, что ихъ равенство 
остается въ силБ для вебхь цфлыхъ значенй жж и т, можно за- 
кЛЮЧИТЬ, ЧТО ТО же равенство существуеть, каковы бы ни были т 
и т,; дЬйствительно, достаточно здЪфеь повторить разсуждене наше 
въ п0°180 относительно подобнаго случая. Такъ какъ равенство 
(2) есть тождество, то заключаемъ, что 


9(т) (ти) ...в(ту_ „== (тат. --...- ту), 
каковы бы ни были у количествъ т, 1.,..., у; въ томъ случаЪ, 
когда эти количества равны между собою, будемъ имЪть 


[е(т) ре(иу). 
!), й 
Если примемъ #=— :. ‚ ГДЪ в новое цфлое число, то это ра- 


венство приметъь видъ 
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1), у . 
рН. 
[# (=) оне 
слЪдовательно, 


(отт) 


о, о, рт и, 2 т 
| У } и я ох 
ф} — 1—6 —= 605 (& #--- ) 2 522% (= а--—— 
` ( у ‚У у ! у У .. 


гдЪ / обозначаеть н$которое цфлое число, которое можемъ пред- 


положить меньшимъ у. Но #(®) приводится къ 1 при 1==0, слф- 
У 


довательно, тогда цфлое число равно нулю; отсюда слЗдуеть, 


что мы имемъ постоянно #—0, такъ какъ правыя части формулъ 
(1) непрерывно изм$няются, когда х возростаетъь отъ —-- до 


---—. Такимъ образомъ имфемъ 


ь>] а 


Ф(т)=еозта-Е зп, 


ы |, 
когда 7% равно ращюональной дроби —— и отсюда очевидно сл$дуетъ, 
: У 
что та же самая формула будетъь справедливо, если % будетъ не- 
соизм$римое чиело. 

Отеюда мы видимъ, что формулы (1) будуть справедливы, ка- 
ково бы ни было 2%, для воЪхъ значенй х, заключающихся между 


т | 0% 


—- то, И. Е = 


в 


Разложене функции атс эта в5 рядь по возрастающимь 
степенямъ 2. 


‚208. Формулы (1) п’207 могуть быть написаны слфдующимъ 
образомъ: 
Бей 

т 


= а-- 


= (1— а ии 5 (1— т аа... 
[те 
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‚91 
у 


фо и эт? х 

=5%-- >. т т?) —— р С и о (1 — ти ых -... 
с 2 Г ней ры 

=== а ее И 2 (2—1)? | 2-1 ле 


Правыя части этихъ формуль будуть сходяпцеся ряды, ка-. 


ково бы ни было Число 2; кромЪ того въ каждомъ изъ членовъ этихъ 
рядовь произведене множителей, зависящихъ отъ и, приводится 
къ 1 при #==0, даже если число этихъ сомножителей будеть без- 
конечное, какъ это мы непосредственно видимъ, если обратимся къ 
формуламъ (1) п? 187. а для т==0, будемъ имЪть 


вы 2 их (2—2) зв" а 
—5% = Ее В =: я... 


1 50° 5 $, 8. и 
та Ро т. Ра. би -.... 


(1) 


Эти формулы, имфющя силу для воБхь значешй х, заключаю- 
щихся между — и -- >, дають разложеня дуги д и ея квад- 


рата въ рады, расположенные по ифлымъ степенямъ 5х. 

Къ предыдущимьъ выводамъ мы приходимъ еще при помощи слЪ- 
дующихьъ соображенй. ЛЪвыя части формулъ (1) п°207 могуть быть 
разложены въ ряды, расположенные по цфлымъ степенямъ 212, слЪ- 
довательно, и правыя части могутъ быть также расположены. Если 
мы преобразуемъ такимъ образомъ формулы, о которыхъ идетъ рЪчь, 
и если мы сравнимъь въ обфихъ частяхъ коэффищенты при %и”, 
то вновь получимъь выше полученныя нами равенства (1). 


Если во второй формулВ (1) замфнимъ 2 чрезъ -— 4, то полу- 
ЧИМЪ 
(2) не, 1 с08%'х 1.3...(9и—1) с08" 1х й 
2 есь Оо 0 


формула эта (2), дающая разложеве дуги въ рядъ, расположенный 
по степенямъ ея косинуса, требуетъ, чтобы значене х заключалось 
между нулемъ и п. 

Наконепъ, если замЪнимъ 2 во второй формулЪ (1) чрезь ас за 
и въ формулЪ (2) чрезъ а7сс052, то получимъ 
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У бы 1 2 1.3...(2и—1) аи 
атс ЗТЕН-- 5 -...-Н о м ие 


атс 08 8— наем Е о а 1.8.11). ва 
Ик. и 2.4..2%  Эп-ЕТ 


Мы получимъ численные результаты, представляюще нзкоторый 


р Е мы т 
интересъ, если въ формулахъ (1) положимъ #— Е сх ы АИ 


Разложеня функций юдзтх и 109608 в5 ряды по восходящимь 
степенямь 1. 


209. Если, на основави формулъ (1) п’187, обозначимъ непе- 
ровы логариемы чрезъ характеристику Г, какъ мы до сихъ поръ это 
дЪлали, и положимъ 


она, К. Нат} 
р 
| 25а В’ (1— =)-.. +1 — т} 


\ 
то количества В, и В’, будуть стремиться къ нулю, когда я бу- 


(1) 


‚ деть стремиться къ безконечноети. Но для воЪхъ значешй 2, за- 


ключающихся между —Т и --1, имБемъ 
8 2? 23 
и такъ логариемы, которые въ ограниченномъ числ входять 


въ первое равенство (1), будуть разлагаться въ ряды по восхо- 
дящимъ степенямъ х для всфхъ значений этой перем$нной, за- 


и 
ключающихея между — и РЕВ} точно также логариемы, ко- 


торые входять въ правую часть второй формулы, будуть разлагаться 
такимъ же образомь для вефхъ значенй х, заключающихся между 


—пи т, 


Если мы составимъ эти разложения и затЪмъ предположимъ, что # бу- 


‘деть стремиться къ безконечности, то получимъ значеня 109082 и 
_юдзтх, выраженныя въ безконечныхъ рядахъ. Но легко видЪть, что 


вычислене, которое необходимо выполнить, во всфхъ отношевяхъ 
похоже на то, которое мы изложили въ п°’192 для полученя ря- 


.} 
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довъ, которые выражають `значешя функщй #4095 и с0%%. Вычис- 
ления, относянцяся къ —109 6084 или ю9зтт—109х отличаются отъ 


1 
тЪхь, которые относятся къ Фопдх или къ с0х— >: Только тЪмъ, 


что показатели х увеличены на единицу и что коэффищенты раз- 
дфлены на показателя 2, обстоятельство, причину котораго объяс- 
няеть дифференщальное исчисленте. На основанйи этого можемъ не- 


посредственно написать двф формулы 
д" 


В В 
ие Сы О рые {< 
16052 2(2'—1) 1 15—-- (2—1) 3. 12—95 
(2) 
! В. 1? в. 2’ 
— о рр: В ПР о ЗИ Н Н 
те -—2 1. п 19.5% , 


ри В,, 8....-. Ви» обозначаютъ, какъ и въ п’192, числа Бер- 
нулли. Вычитая первую формулу изъ второй, получимъ 


1 ютда=--2* (2—1) а. 
( 1 12 
3 , 
в 
92% 21—11) п. ь.. 
И (2 1) п 1.2...2% 1 
Первая формула (2) и формула (3) имъють силу для вефхъ значе- 
ый 4, заключающихея между г и а вторая формула (2) 
можеть распространяться на всЪ значеня х, заключаюнцяся между 
—жи т. Случай, когда 2 отрицательное число, не вводить мни- 
мыхъ выражен, такъ какъ наши формулы заключають въ сушности 


81% ницх 
5 ‚ которые оста- 
ИЯ 


ются вещественными, когда х отрицательное число. 
Если замЪнимь числа В,, В,,... чрезь значевшя, которыя мы 
получили въ 10°193, то получимъ 


22 2 50° 


единственно только логариемы 76085, 1 


0 — — 51 
: 5? #2 28 
19% ==5— т А 
1 м. 2 „7. 62а и 


210. Формулами (2) можно воспользоваться для составлен1я 
таблиць логариомовъ синусовъ и косинусовъ, Если въ нихъ положимъ 


тт 
=, затЪмъ ихъ умножимъ на модуль 0 обыкновенныхъ лога- 
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риемовь и подставимь въ нихъ вмЪфсто чисель Бернулли суммы 
/ 
5 или 5’, связанныя съ этими числами при поередств формуль 
(8) п’192, то получимъ 
7772 й } 
[0 соз( И т Е 
9 Р 90 5, Е г-же 2 
. (т \ п { 
109 ет, 90°) =1 од Н0т-1ю9 т 


Ти 1 т 1 718 
т 1 т | 
: 2? 5, и Г. 2 5, И 35° Рожа Е 
гдЪ характеристика 09 обозначаеть обыкновенные логариемы. Мы 


могли бы получить ряды быстрЪе сходяпцеся, если бы въ форму- 
лахъ (1), не разлагая въ ряды, сохранили логариемы количествъ 

42? 222 02 72 
1— и 1—-„, которыя приводятся здЪеь къ 1— ты и 1— = < 

- т п д” 
разложеня этихъ логариемовъ будуть 

т? __ т? 1 и т. 
го ")=— Миа.) 


2776 


т \ Г | Таже | 1 
75: (1 7 И т И 
й да) А ра 9 2" г...) 


э 
и если эти равенства соотвфтственно вычтемъ изъ двухъ предыду- 
щихъ, то получимъ 


1одсоз( 90°) 

—109(и--т)-Н104(и-—т)— 2 09% 

м (9, (+ 0+... 
09 за 90°) 


ый Яя: Нюут-Н109(2-Нт)-Е109(2п--т)—3 109% 
вет К. иг 1 и 1 М я 
8-8 ПЕ вает... 


и $2 
Эти двЪ формулы очень удобны для той цфли, которую мы имфемъ 
въ виду; вычитая одну изъ другой, мы получимъ значеше 


109 тд (= 90°) . 


Если вычислимъ численные коэффищенты въ предыдущихъ фор- 


мулахъ съ двадцатью десятичными знаками, то получимъ слфдующе 
результаты: 
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100 соз(*. 90°) 9(—т)-НЧод(и-Ет)—2 09% | 


— 0.10149 48598 41892 80858 
—0,.00818 72940 65451 07231 
— 0.00020 94858 00017 41898 


—0,00001 68483 48598 30748 


— 0.00000 14801 93986 89554 — 
—0,00000 01365 02272 29565 ^^, 
— 0.00000 00129 81714 73773 —= 
—0,00000 00012 61471 15811 = 


—0,00000 00001 24567 12069 —5 


—0,00000 00000 12455 90006 


212 
т? 


А 
4 


Им 


7.20 


— 0,0000 00000 01958 14924 
—0,00000 00000 00128 14804 
— 0.00000 00000 00013 14983 "> 
— 0.00000 00000 00001 35796 
— 0.00000 00000 00000 14062 
— 0.00000 00000 00000 01465 ®—= 
— 0.00000 00000 00000 00153 = 


—0,00000 00000 00000 00016 —5; 


109 5% (= 90°) —юдт-Н09(2и—т)-Ню9(2п--т)—3 109" 
+1,59405 98857 02190 26861 


—0,07002 28266 05901 92014. 


—0,00111 72664 41661 84613 — 


— 0.00008 92291 46453 91834 —- 


—0,00000 17292 10798 36059 


—0,00000 00848 62986 29875 —п 
— 0,00000 00043 48715 50180 —5 


— 0,00000 00002 31981 21419 — 


т” 


72 
т 


— 0.00000 00000 12659 07465 —; 


—0,00000 00000 00702 67969 —= 
—0,00000 00000 00089 51077 —5 
—0,00000 00000 00002 24455 —5 
— 0.00000 00000 00000 12858 —= 
— 0.00000 00000 00000 00788 - 
—0,00000 00000 00000 00048 —5 


—0.00000 00000 00000 00002’ —5; 


а. ато О И, 5 ^ т т мы 


| 


54. 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 287 


Разложеня въ ряды или въ безконечныя произведеня круювыть 
функций мнимыхь перемльнныить. 


- 212. Формулы, выражающия функщи с05% и 8% при помощи 
безконечныхь произведенй линейныхъь множителей, не ограничи- 
ваются однимъ случаемъ, когда дуга 2 вещественна; напротивъ 
того, эти формулы остаются въ силЪ, каково бы ни было 5. То же 
самое мы имфемъ и относительно формулъ, которыя выражають зна- 
ченя функщй #95, с0%х, зесх, созесж, разложенныхъ на безконеч- 
ное число простыхь дробей. Наконець, ряды, расположенные по 
ифлымъ и восходящимъ степенямъ 1х, которые выражаютъ функци 
Фтох, софх, зесх, созесж, въ случаф, когда х имЪеть веществен- 
ное значеше, заключающееся между соотв$тственными предЪлами, 
не перестаютъ выражать тфхъ же функщИ, когда 2 становится мни- 
мымъ, лишь бы только модуль этой перемфнной оставался меньше 
‘предфла, котораго она не должна превосходить, когда она вещественна 
и положительна. 

Мы вывелемъ здфсь эти различныя формулы, при чемъ наши 
доказательства относятся безразлично какъ къ случаю перемЗнной 
вещественной, такъ и къ случаю перемЪнной мнимой; эти доказа- 
тельства основываются на слфдующей лемм$: 

Леммл.— Если чрезь а обозначимь вещественную думу, заклю- 


челощуюся между нулем и а ‚ и чрезь 2 вещественную или мни- 
мую перемльниую, модуль которой меньше а, то модуль отношеная 


та Е 
= будеть меньше модуля 
0, 


итд а 
Въ самомъ дфлЪ, если положимъ 
| =, 
‚то будемъ имЪть 
т 002 —_ 89 (2-9) 319 (#—1/) 
д? а тд? а 
1 ее тд? 5 
__ ата ее 0? 


е’— ев 9 ; 


уе 2 Е 
и 79 д; 
0 такъ какъ модуль 8, По предположен!ю, меньше 9, то будемь 
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5 _ да 3 
имфть 2’<а? и, на основаши леммы п° 186; и ы. 
Нд“ а > 


имБемъ 


у - 
1 гы ть ее 


о Е! =: 2 
ата па \е-еи т <; 
р 5 
слЪдовательно, 
ав 2 2 212 я 
в 2—у тд 


= 2 
400? а а? тада ^ я г № 


р 1 у 5 77 79.7 
Слвдствте.— Ясли, ири тльхо же обозначензяхь, модуль 0 числа 


или 27904 


|9 
в мешще —, то можемь написать 


у5’ 
$41 д?2 29 г 00? 2 - 
пд? а 31.9? 2— Юта д" 


д е обозначаеть основане неперовыхь лозариомовь, а 0 и 9 мни- 
мыя выраженя, модули которыхь меньше единицы. 
Въ самомъ дфлЪ, на основани формулы (16) п°203, имЪемъ 


00? 2 

м то 4 т 
той (1— — р Ее 
апд?а/ 1 919? 2 
тд? а 


лишь бы только неперовъ логариемъ, который находится въ лфвой 
4 
части, быль выбранъ такъ, чтобы абсолютное значене коэффи- 


тен ) : : Й т 
щента при # было бы меньше >. Но, на основаи нашей леммы, 


— 


в 
тр. 
правая часть предыдущаго неравенства меньше дроби Е 5 кромЪ 


те 
а? 
2 


того, на основаши предположеня т эта дробь меньше 1 
[#2 


И она увеличится, если къ ея числителю и знаменателю прибавимъ 
ав 2р* 
по г ь слЪдовательно, она меньше т: ё 


р кромЪ того — 
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2 
Такъ какъ модуль неперова логариема числа 1 #92 ве 

| _ 09? 

20? г . 2р? , 
—;› то этоть логариомъ равень произведено 5 на мнимое вы- 


ражене 0, котораго модуль меньше 1; слБдовательно, будемъ 
имМЪтТЬ 


$909? 2 Ех а. 


х фапд'а. * 
Во вторыхь, на основани (162), имфемъ: 
$а19?2 $41092 
той (1 ——__ 1—оа—— 
00? а > < тд а’ 
слфдовательно, 
3 
919? 2 
7 а 
#0072 тд’ а 
— а а— ют? 2 — атд?2 ' 
“ тж - 
итд" а 
въ силу нашей леммы, лЪвая часть этого неравенства по- 
2 
а 
2 о 2 
9 0 ь 
давно будеть меньше —— и меньше -;. Если, поэтому, 060- 
а и 


значимъ чрезъь 9 мнимое выражене, модуль котораго меньше 1, © 


будемъ имЪть р 
___ 9" И 
тд? а— 009? 2 а. 

212. Такъ какъ формулы, относяшйяся къ сложенш дугъ, 
приложимы какъ къ мнимымъ, такъ и къ вещественнымъ дугамъ, 
то вс формулы, которыя выводятся изъ этихъ, имфють ту же общность, 
какъ мы уже объ этомъ и говорили. Отсюда сл$дуетъ, что формулы 
{1), (2), (3), (4) п’185 будуть оставаться въ силЪф, если замнимъЪ 
въ нихь вещественную дугу х чрезъ мнимое выражеве 2, модуль 
котораго будетъ произвольное положительное число р. Посл этого 
разсмотримъ формулы (3), въ которыхъ т обозначаеть число четное; 
обозначимъ чрезь % какое нибудь четное число, однако достаточно 
пт 


5 было бы больше 2, и примемъ >>; 


болышое для того, чтобы 
мы можемъ написать 
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| атд?— тд? 
м 2 ну И т 
08 2==608" гы ЕЕ вн 
95 5, 
ад? — 
0% 
х а (ие ен 
и Эт / 
(1) ] | ют’ = 
$е==с05" „тыит9— НИ не 
$4109? р 
тд? = 
И 
Е х 5% > (п 5) (1 Та „) 
о: Эт 
полагая 
Ва. 
в — ь т 9- 
1 Е ть Е (и-1) >(т—1)= > 
(и 
И 5. 19 бт 
5 
09° — т’, 
я О В УИС 
289 Эт ы Эт 


На основав слдетвя доказанной выше леммы, неперовы логариемы 


выраженй 1—=„„ И 1 ии чт 


89° п-+1 Чи Е а 
Де») == тЫ ее (и 3) о - о | 
Е г а +... т т 2)? 5 


тд 0, 6,..,.... обозначають выраженя мнимыя, модули которыхъ 
И 

меньше 1. Но модули суммъ въ скобкахъ меньше суммъ модулей 

ихъ слагаемыхь; слФдовательно, они будутъ соотвЪтетвенно меньше 


суммъ ба и 5, безконечныхь рядовъ 
1 1 
РР 
сходимость которыхь была доказана раньше. СлЪдовательно, если 
обозначимъ чрезъ ^, и ^,., МНИМЫЯ выраженя, модули которыхъ 


меньше 1, то получимъ 


аа ИЕ 
Звено Но 
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8, 

те Е 51 М в Е 

(2) ии—е ы | й 
о 5, 
1 — Тв, = г. 
Предположимъ теперь, что 72 не мЪняется, а 2 возрастаетъ 
е $ 
ых ть. х 5 419 —— я 

д оезконечности; произведеше И 219 —- ИЛИ & === приво- 


1% 
дитея къ 2 при 171== со; равнымъ образомь отношен!я двухь тан- 
тенсовъ, входящихь въ формулы (1), будуть имфть тЬ же самые 
предфлы, что и отношен!я соотвЪтственныхъ дугъ; наконецъ, мно- 


9 $283 — 
2% 


97% 
'з») приводится къ единиц$, какъ въ 


8 
житель 605” — е 1— 
977% 7% 


случаЪ, когда 2 вещественно, на основани предложеня, доказан- 
наго въ п 198 (Замтьчанае). Поэтому, если обозначимъ чрезъ „ит, 
предфлы е„„ и т„„› то формулы (1), при = <<, примутъ видъ 


| вова (1— 1—9). [1- ит а. 


Во и 
| и ис 5 =, 


и затЪмъ будемъ имфть, на основанш формуль (2), 


86. . 
| ри аж ба 
4) ; в я ° 
у ] 
80? 
я 
ИЕ” 


и, р 
тд Х„.: и ^, обозначають мнимыя выражения, модули которыхъ 
меньше 1. _ 

Но суммы 5, и 5 
рядовъ 


п+1 


Ни Что иное, какъ остатки сходлящихея 


У Я 
аа... Ее -Раь 


эти остатки стремятся къ нулю, когда п неограниченно увеличи- 
вается; слБдовательно, будемъ имфть 


г, —0, "„=0 для и= со. 
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СлЪдовательно, если ® будеть стремиться къ безконечности, то фор- 
мулы (3) обращаются въ предфлБ въ слБдующя 


я 082 а 91—58)... 
|| ж=-б-)бо-е- 


замфняя въ этихъ формулахь (5) 2 чрезъ 12, получимъ 


===). 
(6) 9 р—# 2 22. у 
На-На... 
Если положимъ 2=х--/, то лфвыя части формуль (6) приво- 
дятся соотвЪтетвенно къ 


2 ее в => . ег. 
= ве - вову-4 = зу, —5— с08у-4 = ту, 


откуда о ‚что эти выраженйя разложимы на безконечное 
число линейныхъ сомножителей и, всел$детве этого, это справед- 
ливо и для квадратовъ ихъ модулей, а именно для выраженй 


И 27 — 2% 1 27 —2% 
Щ— 2083 } 5 Е — 6082 у) 


в (6) принимають боле простой видъ, если напишемъ, 


=? вифето 2; такимъ образомъ получимъ 


= ая 5)(1+5).-- 


— 
—Л 
— 


+ а)... 


213. Формулы (3), (4), (5) и (6) п” 189 справедливы, когда мы зам$- 
нимъ вещественную дугу х мнимой перемБнной 2, модуль которой бу- 
деть произвольное положительное число р. о если выберемъ, 


какъ выше, такое четное число и, чтобы ^^ было больше р/2, и 


если зат$мъ возьмемъ для т число четное, а п", то формулы. 


(5) п’189 дадуть 
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[109 2=п9 —-- —. (с 0ё—— Ч 29 =) ь 


8 


вт” — | тд? —— 
| -—мИ+...+— ие 
В а. И - РИ ее 23 а 
| 1909 а #9 ре 09 = И = 
(1) ь НЕ 
6 085 = (ео —ето-и, = -2 (м = 419 =) 
$909? -- Е = 
Хх т 2 г. ых $ в С , 
079? 5=- Ни = ват? ———— т ей — 
гДЪ 
ап? р ИО ЕЕ 
Нан (2 - ко пы —1)к а ' 
2 в--1)= р 8 и: (27% Вх ре 
И о —#9 = ИИА и 707%9 Е 
# 
ап’ = | $? я. 
Ти — пт в е СЕ Е и я 
я и 2 —-- А 
#79 т —# — ато т 


На основани слфдетыя п’211 мы можемъ написать 


= в 7+1 Аа и —= т 
бани (и-= | 1)? ее ("-- в --.. | —1) 
89 | а < бы .] 
Тив— т _ гу Го (и--2)? --.. ее (®— н). 
ВО, Ч. выражевня мнимыя, модули которыхъ меньше 1. 


Повторивъ здфсь безь измёнешя разсуждене, которымъ мы восполь- 
зовались въ 1°212, мы можемъ представить эти значен]1я =„„„ ИТ» 
въ слБдующемъ видф: 


(2) „— =? Анна аз Ти, 5 Аи» 


тдЪ 5, и 5,., обозначають то же, что и въ п°212, а ^,, Л, 0б0- 
значаютъ мнимыя выражения, модули которыхъ меньше 1. 

Если число ® остается постояннымъ, а т стремится къ безко- 
вечности, то формулы (1) дадуть 
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22 22 Я. 
ЖЕ т от р я |2 а 
(=) а |[@—0= —2 
(8) 
1 22 22 О 
Соя ты т: з] Е = 5 
5 "| — 
тдЪ =, И т, обозначаютъ предфлы е„„ и \„„, и на основани фор- 
мулъ (2) будемъ имЪть всегда, 
8 Е 
(4) и 2 ^ п-+1 И „— т а 5, > 


гдЪ /^'., и ^", обозначаютъь мнимыя выраженя, модули которыхъ- 


меньше 1. = 

Если теперь число ® будетъ стремиться къ безконечности, то ко- 
личества =, и \„ будуть стремиться къ нулю и въ предёлЪ будемь 
иМЪТЬ 


| атде= о а -..., 
ВЕ 
(5) 4 \2 2 
| п Иа 
а (я Г": 


Изь этихъ формуль мы можемъ вывести, какъ мы это сдЪлали въ 
1” 191, въ случаЪ когда 2 число вещественное, двф другя формулы 


22 22 22 
| 605668 — — —— а — (2=)*— =? 57 (3=)*— =? лы: 
р 
ве В 


т к\2 2 5=\2 ры 

оо 

которыя, поэтому, остаются въ сил, также какъ и формулы (5), 

для веБхъ вещественныхъ или мнимыхъ значений 2. | 
Если замнимъ 2 чрезъ 2, то формулы (5) и (6) принимають 


слЪдуюпий видъ: 


Г е—е— 22 22 
Ра... 
е -е п .9 оп Е 
и 
2 ИИ 
п — -- 25% ОЕ х: 
(7) р 22 
т" а 


ГЛАВА ПЯТАЯ. к 295 


214. Способъ, которымъ мы воспользовались въ п” 199 для того, 


чтобы получить разложешя функц #0792 и 0х въ ряды, распо- 


ложенные по цфлымъ и восходящимъ степенямъ х, состоить въ про- 
стомъ преобразовани формуль (5); такъ какъ посл$дыйя остаются въ 


‘силЪ, какова бы ни была перемфнная 2, то разсуждешя п” 192 прило- 


жимы безъ изм5неня къ случаю мнимой перем$нной. Такимъ обра- 
зомъ будемъ имфть двз формулы 


иде=9*(2'—1) В +2“ Вова 


= 


а о)... 
1 ы ся апт 
Финн 9 В о В.15 5 —... 


< 


4 


меньше х. Зам®няя 2 на —- во второй формулЪ, получимъ, какъ 


въ п’ 192, 


2 22 2% й ап 
(3) 1—5 08 > =В:15-ГВ:1534 +. Е Вьтавя г 
Въ этихь формулахь (8) и (9) В,, В.,.... обозначактъ, какъ и 
раньше, числа Бернулли. Если замфнимъ 2 чрезъ 42, то формулы (8) 
примуть видъ 


Е —2?(2°—1) В, 5—2 (2—1) Ва Ра -. 


еа—* 
5 
(10) ое” -ОВ я +. 
| е--е—? 1 = 23 
Е РИ 
И—1 
—(— —1)"" В Эт —- Е 
формула (9) всл5детвые замны приметь видъ 
а ез-ре * иЬах 2 не 
а аа 
а. 


2 


но лЪвая часть этой форму: 


этому имфемъ слфдующую формулу 
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т 1— В„г”” 1 
(12) 21 == - гЭ ов. ее ь 12.9 ва 


которою часто пользуются въ анализЪ и которая остается въ силв 
для вофхъ значенй 2, модуль которыхъ меньше 2м. 

Наконецъ, анализъ, приведенный въ п’195, приложимъ также 
безъ измВнешя и въ случаЪ мнимой дуги и тогда будемъ имЪть 


1 е ре 
60566 8— — === (2°—2)В, тэ -. . (2 "—2)Б, 122% —. я 


| веее—1-- 0, 5 5-б авт += НО, т а 


глЪ С,, (,,.... обозначаютъ тЪ же числа, что и въ п’ 195. Первая 
изъ формуль (18) требуеть, чтобы модуль 2 быль меньше т, & вто- 


(18) 


п 
рая, чтобы этотъь модуль былъ меньше ->-. Если замфнимъ 2 чрезъ 
12, то эти формулы примуть слЪдуюцщий видъ 


[ о, 1 2 
== — (2—2) В, 15 -... 


ее 


аа 
4 
Н> 
— 

——— 


№: 22 2% 
ее т: 1 о, ПВ 
22® 
ЕЕ - 1)"С ОО 1.2.9. ==... * 


— 


ГЛАВА ШЕСТАЯ. 


РЬШЕНТЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ ПРИ ПОМОЩИ РЯДОВЪ И 
ЛИФФЕРЕНИТАЛЬНЫХЪ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХЪ ФОРМУЛЪ. 


О выражени фла при вычислении. 


215. Приемы рфшев! различныхь задачъ прямолинейной и сфе- 
рической тригонометр!и, изложенные нами въ главахъ Ш и ГУ, не 
оставляютъ ничего желать въ отношевнши ихъ строгости; но есть 
случаи, когда гораздо проше и удобнфе замфнить обице способы 
частными пр1емами, или для того, чтобы сократить вычислен!я, или 
для того, чтобы получить результаты болЪе точные и менфе зави- 
сяшие оть погрЪшностей таблицъ. Въ этой глав$ мы раземотримъ 
самые главные случаи; рёшен1я, которыя мы приведемъ, всЪ осно- 
ваны на употреблени рядовъ. 

216. Углы при вычислени выражаются или при посредетвЪ гра- 
дусовъ, минутъ и секундъ, которые они содержать, или при помощи 
абсолютныхь длинъ дугъ, измряющихь эти углы, при чемъ радтусъ 
круга принимается за 1. Часто въ приложен!яхъ тригонометр!и бываеть 
необходимо перейти отъ одного изъ этихъ выражешй къ другому; мы 
покажемъ способы, при помощи которыхъ обыкновенно производятъ это 
преобразоване. 

Пусть будеть х длина дуги, изм5ряющей нЪкоторый уголъ, и 
д’ ифлое или дробное число секундъ, заключающихся въ этомъ 


‘’углЪ; очевидно, что х равно дуг 1”, взятой 2’ разъ, и будемъ 


имЪть 
д Хо атс" 


но такъ какъ дуга 1" отличается оть своего синуса на количество 
меньшее единицы четырнадцатаго десятичнаго порядка, то мы мо- 
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жемъ въ приложеняхъ вмЪото дуги подставить ея синусъ, и. тогда, 
напишемъ 


. НЯ 
д— 51" или Г. 
5% 1 


Предположимъ, на основан этого, что въ нфкоторую формулу 
входить уголь 1, выраженный въ частяхъ рад1уса; если мы по- 
желаемъ выразить этоть уголь въ секундахъ, то для этого мы 
должны замфнить х чрезъ х’5%1" или, просто, отбрасывая знакъ, 
чрезъ 251". Напротивъ того, еели уголь 1 выраженъ въ секун- 
дахъ, а желаютъ выразить его въ частяхъ радуса, то тогда слЪ- 


езъ 
дуетъ замфнить 2 чр тт” 


. 
Перечень формуль, выражающихь разложеня круювыль функий 
в® ряды. 


217. Напишемъ здфсь тБ изъ выведенныхъ нами въ предыдущей 
главЪ формулъ, которыя чаще всего прим$няются при тригономет- 
рическихь рЬшеняхъ. Во-первыхь, имфемь шесть сл$дующихь 
формулъ 


- 53 2 
та — 5 Раб. 
Я = %° 
605 &—=1 Е 


о 5 
туз ---5- На 2 


(1) | с Е — 1 5 2% _ 
Е Е Ма ас. 


я а 61° 
зевж= 1 Ра 


3125 
| созееа-= „ Е” Е 18196 Г*.* 


которыя даютъ тригонометрическ1я лини дуги 1, выраженныя въ 
функщи этой дуги, и, во-вторыхъ, дв$ формулы 


[о зе И Рае РТВ 


ито тд с 
Е 


©) 


| Хех — 
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которыя опредфляютъ дугу < вь функщи ея синуса или ея тан- 
генса.. 

Въ формулахъ (1) и (2) дуга д выражена въ частяхь радйуса; 
если мы пожелаемъ выразить ее въ секундахъ, то должны написать 
д5т1" вмЪето х. 


218. Въ п°203 мы видфли, что если количества 6 их опред$- 
ляются двумя равенствами вида 
оз \ 
то мы можемъ вычислить уголъ 6 и неперовъ логариемъ числа + 
при посредетв$ формуль | 

о5%Ф 0'59% ‚ р’ то 


(3) ап90=— #— И1-755 605 %——0°, 


В== ——- ее ...) 

1 2 8 
7.0 004® 6? 052% | р’ 60830 р 
а Е 


которыя будуть тёмь быстрфе сходяцйяся, чфмь р будеть меньше, 
и которыя будуть въ силЪ до тВхь поръ, пока р будетъ меньше 1. 
Для вычислен!я должно умножить вторую формулу на модуль № 
обыкновенныхъ логариемовъ; слЪдуеть кромЪ того замфнить въ пер- 
вой формулЪ 0 чрезъ 051", что сводится къ дфленшю правой части 
ея на 51"; тогда, если ограничиваемся небольшимъ числомъ чле- 


новъ, можно написать $2", $8",..., вуБето 2 501", З51",..., 
и такимъ образомъ будемъ имЪть 
| _ рзто р’ 2Ф |. 03 5 З® 
(4) 5 1" 5.0" Г. 508" 
0608® [*6059% | 6° 6053%® 
ее РЕ в: 


Если замфнимъ х чрезъ 180°—®, то формулы (3) примуть видъ 
0 521% 6 

и, дфлая ту же замну въ формулахъ (4), будемъ имфть для вы- 

числен!я значенй би 09". 


(5) 9419 0=— = /1— 26 в08%—0*, 


ЕЕ. 2 502% ее 03 583% , 


(6) $01" зто” т эт’ т” 
ВЫ ен. 082% ‚ р’6083% | 
м, КЕ рые 
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Наконецъ, очень часто приходится вычислять уголъ 2, опре- 
дфляемый изь уравненя вид& 


1-Е т 


тада 
1—жт 94, 


(7) тд = 
въ которомъ данное число и заключается, по предположен!ю, 
между —Ти --1. Будемъ имфть | 


з тд х— тд“ 

ап (и 
нау ( ) 1--0709 2 ютда ° 

и если замЪнимъ $иох его значешемъ, опред$леннымъ изъ задан- 

наго уравнен!я, то получимъ уравнен!е 

75 5829 


т) созда › 


подобное первому изъ уравнений (5); слЪдовательно, примфняя первую 
формулу (6), будемъ имЪфть 
| , 5844 5164 


ий та : 
(8) а г эт" АВ 39" рН тЗ" 


Эта послёдняя формула была непосредственно выведена Лагранжемъ 
въ Мемуарахь Берлинской академи наукь за 1716 годъ. 


м 


О прямолинейныхь треуюльникахь, вы которыль два узла 
очень малы. 


219. ЗАдАЧА Т. — Рюииить прямолинейный треуюльникъ, зная 
сторону в и умы А ц В, по предположеняю, очень малые. 
Такъ какъ углы А и В очень малые, то можемъ взять 


т А=А—1А*, зтВ=В—1Б°, 
эт О (А-- В)=А--В-А-(А--В); 


сзтА с т В 
формулы а=-=с, = ПРИМУть видЪ 
И ПЕ 
— ЕВ -КАРВ) 


(1-54) [енсачьвуч-.. |, 


7 
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СЕВ Во 11 В? | 
` А-Ва-ЦАрВ 


и о 


выполняя указанныя вычислен!я и пренебрегая вездЪ членами чет- 
вертой степени относительно А и В, а 


они), = ИН 
откуда 


т 


$ = и: 
а--ф—в=1с.АВ; 
эти значеня будуть точны до членовъ четвертаго порядка относи- 


тельно А и В. Такъ какъ углы А и В даны въ секундахъ, то для 
вычислен1я слБдуеть написать 


ед уго еавнранй, 

а И и ысын 1") з 
АЗАВ 

ВЕ нева ее эй 1); 


каждая изъ частей а и 6 должна ие вычислена въ отдфльности 
при помощи логариемовъ. 

290. ЗадАЧА П.— Рюииить прямолинейный треуюльникь, зная 
деть стороны а и В и уюль между ними С, близкй, по предпо- 
ложенёю, кь 180°. 

Положимъ, что (О—180°—6, гдЪ 6 уголъ очень малый. ИмЗемъ 

с—а?-о?--2а6 036; 
02 : 
подставляя 1 а вмфето с050, получимъ 


а | 


в2—(а--5)*—а6 06° и е=(а--®)|1— @ арт в | 


разлагая по формулБ бинома и пренебрегая членами выше к 
порядка относительно 8, получимъ 
в > 
1 0=—Я оный 9. 
(1) я. 2 а--Ь 
Вычислимъ теперь 4; имфемъ 


. [ил . о 
58% А— = 5т вые 56; 


| 9* 
замфняя с чрезъ его значене (1) и $90 чрезъ Е: получимъ 
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И. 
ао 6 2 (5) ЕТ 


разлатая по формулБ бинома и пренебрегая членами четвертой сте- 
пени относительно 9, получимъ 


5% А— 


40 аб 02. 
3 ДЕ |1— ыЫй ; 
и Еф (4-5) 6 
но такъ какъ уголь С близокъ къ 180°, и, слЪдовательно, уголь 


А очень малъ, то можемъ положить 
9 А 
Ат Ав. 


Подставляя въ этой формузь предыдущее значене 5.4, полу- 
чимъ значене 


С (4—6) 0? 
(6) ке 90 - и 


а—-6 («= 6 
съ точностью до членовъ четвертаго порядка относительно 9; точно 
также. найдемъ 
[ИУ а(а-—ь) 0? 
р ди, 
а--6 (а--6)* 6 


_ Даля вычисленя слБдуеть въ формулахъ (1), (2), (3) замЪнить 
9, А, В чрезь 051”, Аз 1", В 1"; тогда получимъ 


2 21и 
е=а--ф— о 81° 1', 

Е аб ‚ (45). 0 572 — 
т и. ее 6 : 
век... а(а—5) 0? 5? 1" | 

ый 8 1— Г 


ны прямолинейнало реуюльника, въ котором даны дв 
стороны и уюль между ними. | 


221. Пусть будуть даны стороны @ и 6, уголь между ними С 


и предположимъ, что &< 6. Нижеприведенное рзшен!е относится къ 


[и . 
— очень мало, часто встрёчающемуся въ астрономии. 


№ вол 
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Для опред$леня си А имБемъ двъ формулы 


сзт А-=а зт С, в608 АЬ— в с08 Ц, 
откуда получаемъ 


[2 2 
— 51 
8 С 


ад А= 


[Я С з 
—— о ь &, 
й) =/ 1 = ъ. 605 с > 


а, 3 
| 1—-- 008 С 
примфняя здфсь формулы (6) п°218, получимъ 


и: т С' @ зт2С | @8%80 
орт" ГЫ 5027 ТГ Вт ви 

Е ры а? в082С | а? 00880 | 
104 ©=096 м 605 Ся РР +...) 


что же касается угла В, то его вычислимъ по формул 
В=180°—А— С. 


Случай прямоуюльнию сферическаю треуюльника, вь которомь 
одинь из» острыль уловь очень мал. 


‚ 222. Дана читотенуза ч прямоуюльнаю сферическаю треуюль- 
ника и уюль В, по ‘предположению очень малый; требуется вы- 
числить сторону с. | 


ИмЪемь. 
(1) #19 с==608 В 19 @, 
откуда 
$09 = В да; 
1-- точ В 1 
примЪняя формулу (8) п’218, получимъ 
(2) се—=а—ат9ч4В _ ие 901 Вит —.... 


Уравнене (1) не измФ$нится, если замфнимъ а чрезь 90°—6 и 
с чрезь 90°—@; слФдовательно, формула (2) будеть справедлива, 
если мы въ ней сдфлаемъ ту же замфну; тогда она приметъ видъ 
| 5% 26 
а 6-09’ В = -Н 09 В ре =: 


п 1/’ 97 $49! 


эта новая формула Е анк а, когда извбояны сто- 
рона с и уголь В. 
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Случай сферическоло треуюльника, въ которомь двь стороны мало 
разнятся оть квадранта. 


228. По тремь даннымь сторонамь сферическоло треуюльника 
вычиблииь одинь изь уловъ, предполаая, что стороны, образую- 
ция этоть уюль, мало чльмь разнятся оть квадранта. 

Пусть будуть 6 и с стороны, мало чфмъ разняпияся оть квад- 
ранта; уголь А, который требуется вычислить, мало разнится оть 
@; слЪдовательно, если положимъ 

6--6—180°--9р, 6—в=24, Аа, 
то числа р, 4 и х будуть очень малы. Формула 
605 а==608Ъ 608 6--58%6 36 с08.А 


даетъ 
2 соза--с082р—605 24 
ри т Ее 
воз(а--2) 08 20-08 24 
и 
соза—в05(а--*) 
(1) | (1—с05а){1—605 2р)—(1-с08а)(1—60824) 
и 608 Эр--с08 29 < 


Мы видимъ, что если разсматривать р и 04 какъ количества 
первато порядка, то д будеть второго порядка; и если желаемъ 
пренебречь количествами четвертаго порядка, то должны зам$- 
нить 60$2р чрезъ 1—2р? и 00824 чрезь 1—24* въ числителВ пра- 
вой части формулы (1) и привести эти косинусы къ единицЪ въ 
знаменател$ той же правой части; кромф того л$вая часть будетъ 
хзта съ той же степенью точности. На основании этого формула (1) 
приметь видъ 
(2) Х—=р* ила — 9? сойа; 
но для вычисленя слЪдуеть написать 
(3) Х=р* Нд ат 1"— 9? соназт 1". 


Формулою (3) можно съ выгодою пользоваться въ геодезическихъ 
вычислевяхъ для приведения угловъ къ горизонту; она скорфе при- 
водить къ цфли и требуетъ менфе обширныхь таблиць, чфмъ фор- 
мула перваго случая сферическихъ треугольниковъ; однако, когда 
углы ри 9 больше 1 или 2 градусовъ, то сл5дуеть предпочесть 
обпий способъ. Легко опредЪлить погрЬшнееть, которую мы дЗлаемъ, 


ый 
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пояьзуясь формулою (3). Съ этою цлью возьмемь формулу (1), вполнЪ 
строгую, и произведемъ вычисленя съ приближенемъ до членовъ 
шестого порядка исключительно; первую часть этой формулы замЪ- 


у 2 > 
няемъ черезъ с зта-|- —5- 6054, во второй части зам$нимъ въ числи- 


г ИЕ" 2| 29 
телЪ с052р и с0$24 чрезъ ар. и 1—29 =, но въ зна- 
менателЪ эти косинусы замфнимъ чрезъ 1—2р? и 1—24?. Сл$до- 
вательно, будемъ имфть 


атдта (2— =) —соа (“—5) 


2? в08& 
Я == — — рава 


1— (2-4?) р 2 па‘ 


чрезъ 1--р*--9°, что возможно, и 2? чрезъ его 


1 
1—(2°-5) 
значене, полученное изъ формулы (2), найдемъ 

а ритата— 9? сова р“ туза-|- 14019° 56) 
—9 “(сова тео а) 1? 9’(сона—т9за). 


ЗамЪняя 


Погрфшность, которую мы едБлали, воспользовавшись формулою 
(3), будетъ, слБдовательно, равна 
р“ 1"(5 поза - Нат? за) 
—9* 9 1"(сона- тео фа) 
— 1029? 5? 1"(соНа—т9за), 
и ее легко опредфлить, разсмотрёвъ самый большой изъ членовъ, 
вхолящихь въ посл5днее выражен!е. 


Рюшене сферическаю треуюльника по двумь сторонамь и уму 
между ними. 


224. ПЕРВОЕ РШЕНЕ.— Пусть @ и 6 будуть данныя стороны и 
С данный уголъ. На основави формулъ Нэпера имЪемъ 
е т 1--#0091 4 6016 
шт 90° 5 / 1 091460 
о А-В\ 19а 095 
ое 09 С, 
| ту (90 2 1--009+4 100916 т» 
и, примфняя формулу (8) 1218, получимъ 


тд+ С, 


Серре. Тригонометря. = 
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р 


ОР. Я 900 ада ых 
В ТТ 6 51 


д? 14 502 С 


| Е Ин" НЫ 
1 | 
58% 9 > 


—т?та ит? от И —.. 


Первый рядъ сходящся, если «< 6; но для того, чтобы второй. 


рядъ быль сходяцийея, необходимо, чтобы 91а т9 1 <1 или 
а $ < 180°. 
Для вычислен1я с имфемъ с056—==608@ в086--5% @ 56 с05$ С, откуда 
легко выводимъ 
86-8 1 а 608? 16-608 14 1 
| —2 5014 а 5816 608 С, 
0816—6051 4 СО? 1-Е 1 а ВИТЬ 
-- 2 60514 с08 16 Ж та 516 08 С. 

Изъ этихь равенствъ мы видимъ, что $1 есть третья сто- 
рона прямолинейнаго треугольника, двЪ друйя стороны котораго 
будуть за с0816, созла та и уголъ между ними С. Точно также 
6081с будеть третья сторона прямолинейнаго ‘треугольника, двъ 
друг1я стороны котораго будуть 00814 051, зилазтиф и уголь 
между ними 180°—(С. Сл$довательно, примфняя здфеь результать 
найденный въ п”221, будемъ имЪть 

од те —109 (6081 а 81$) 
— М (тот а со с0$ С-Е т? 14 со 1 082 0--...), 
100 с0816=09 (60814 6081) 
+: М(ат91а $00916 с08 Сп? ат 9? 1 6052 0-1 ...), 
и, вычитая эти формулы одну изъ другой, получимъ значеще 
109 10915. 

225. ВтороЕ РьшЕн.—Очень изящнымь рёшешемь, которое мы 
только что показали, мы обязаны Лагранжу; формулы, къ которымъ 
оно приводитъ, не выражены въ такомъ видф, который позволилъ бы 
легко опредфлить неизвестные элементы, когда одна изъ данныхъ 
угоронъ очень мала въ отношении къ другой. Необходимо получить 
изъ нихь другя, которыя были бы расположены по степенямъ этой 
стороны, чего мы очень легко’ достигаемь слфЪдующимъ образомъ. 
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Складывая равенства (1), а затЪмъ вычитая одно изъ другого, 


получим С 5 а 
А И ее за-- ты КАЛИХ 
+ О) пи а-..., 
В—180°—0— В ИХ” оо На 
Е ово .. Ник 1а-|-.... 


Если предположимъ, что сторона а настолько мала, что возможно 
пренебречь степенями & выше третьей, то будемъ имЪть 


даа зт 1" а? 9 1", 
подставивъ это значене {аи9\а въ предыдупуя уравневя и пре- 
небрегая вездЪ четвертой степенью а, найдемъ 


| га — и со 
Аа - = Га’ 81 8% С 005 (= 
- ия а со , 6016 \ 
Зи 1И [1 р ее 
Е $? 1 (}в%е О еоз Елин (С это) 


(8) | В—180°—(— а зт% ( во -— а? зт 1" т Ос08 С (1--2 во 5) 
а? зйр 1" [15% С 08? С со (3—-4 в0й 6) 
— 15% С со (1-2 соР 6) |. 


\ - 
Лля вычислешя с мы воспользуемся одной изъ формуль Де- 


лямбра, а именно 
$881 (с— = а Е ен 
: к в085 А 
или но 
т 1 (в—-6)== за вес} А (5% (05% инт 
—60$ (608 а | 

Отсюда видимъ, что для вычисленя правой части съ той же самой 
степенью точности, съ которою вычисляемь А и В, достаточно со- 


ыы члены съ &@? въ двухъ поелфднихъ множителяхъ. ИмЪемь 


аа т 1" дар 8 1", 
и равенства (3) дадуть, если пренебрежемь членами, заключаю- 
щими а, 


й БУ) О 
ес1 А1-- 1 А? 580 1"=1--4@7 8% хи тр 
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5 19 5% С соб -Е 1? эт 1" 8% С с08 ((1--2 со 5), 


Е — 
т о —=14 5% 1" 5% С софь 


14? 50? 1" т С воз ((1--2 в 
180°—В—С и 


э 
На основани этихъ формуль предыдущее значене 5—5) 
приметъ видъ | 
вт 1 (с—5)= — 4 $ 1" с08 О--1а? зай 1" т? С оф 
-- а? 5613 1" [08 С т? 0(1--4 сор В) 1608 С]; 


5% 


605 —10? эт? 1" т? 0 вой б. 


наконецъ, имфемъ 
+(с—5) эт = (е—6)--1 53 («—5), 

н такимъ образомъ находимъ, пренебрегая постоянно четвертою 
степенью а, 

ры. |_ 1/72 ел. о 
(4) [ =6—4008 С--1а? эт 1" 321? С со 

| За? зв? 1" в08 О эт? С(+-Е100Р 5). 

Формулы (3) и (4) оеобенно удобны въ томъ случаЪ, когда 

‚ можно пренебречь третьей степенью 4. 


Рюшенйе сферическаю треуюльника, стороны которало очень малы. 


296. Лежандръ даль изящную теорему, на основаши которой 
р$шен!е сферическаго треугольника, стороны котораго въ отноше- 
ви радтуса шара очень малы, приводится къ рЪшеншю прямоли- 
нейнаго треугольника. Эта теорема, очень интересная сама по себз 
п очень полезная въ геодезическихъ вычислешяхъ, можеть быть 
выражена сл$дующимъ образомъ: 

Если дань сферическй треуюльникь, стороны котораю очень 
малы по отношению къ рафуеу В шара, и если построимь прямо- 
линейный треуюльникь, имоющий тль же стороны, что и сфери- 
ческий треуюльникь, то площади 0двужь треуюльниковь будуть 
равны 5 точносшью ‘90 членовь второ ‘порядка вь отношении 


1 = 
5; @ умы сферическаю треуюльника будуть равны, с5 точ- 


ностью 00 членовь четвертимо порядка, умамь прямолинейнаюо 
иреуюльника, увеличеннымь на треть сферическало избытка. 


@) | | 
о: 
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Чтобы доказать эту теорему, обозначимъ чрезь В радтусъ шара 
и чрезъ, а, 6, с стороны сферическаго треугольника, отнесенныя 
къ единицф произвольной длины; чрезъ 4, ВБ, С, какъ обыкно- 
венно, обозначимъ противолежанце углы. Сферическай треугольникъ, 


подобный данному и построенный на ме шара, котораго 


р.) 
радлусъ равенъ единиц, имфеть стороны = и > ‚ а по- 


тому, положивъ а будемъ имЪть 


р— в ра 


т Вт Ре 7 Е 
11 А— —\ —_› 6083 ева , 


г > 8 Сет, 
эт 9% 5% $ у 


В 
кром$ того имфемъ 
р. па р—а _р-а (0—4) 
2 В. в ИУ --.... 
9— ре (0-5) ‚0—6 (0-6) | 
и ам орт. ее с ОЧ 


ры: 5 св в. 
В Е 1 5-5 = — 1 .--- 


Если подставимъ эти значеня въ выражешя 5#А и 0053 А, 
В 1 
отбросимь члены четвертой степени относительно -—р и, нако- 


непъ, замфтимъ, что ‘при этой степени приближения имфемъ 


1 фе 
- бо 17 в, 
6 


то получимъ 


ина ие, 


а (—5)@— 
6084 А= Е о И Аи — 


или, извлекая квадратный корень изъ вторыхъ множителей при по- 
моши формулы бинома, 


зи А= ЕЕ = 


(ра) ТИ 
в =" ]1— 2—9 Е 


. *) Способъ, которому мы здфеь сл$дуемъ, даетъ возможность нено-. 
средственно перейти отъ формулъ сферической тригонометрии въ форму- 


* 
7 
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Разсмотримъ теперь’ прямолинейный треугольникъ, стороны ко- 
тораго а, 6, с; пусть 4’, В’, С’ будуть соотвЪтственно противо- 
лежапце имъ углы и 5’ площадь этого треугольника. Будемъ имЪть 

, (2—6) 
51 А’— Я 
(2) | т 
| г / 9(—а) . 
| во51 А =и 2—9 $ 
и если составимъ произведеня 
581 А с054 А’, со51 А зт 1 А’, 
а затЪмь вычтемъ одно изъ другого, то, поелЪ сокращевя, полу- 
ЧИМЪ 


(4—4) = УВ) М, 


наконецъ, будемъ имфть съ той же степенью точности 


Ч 
ААА), 

или 

©’ 

А—А’-- В? . 

Сл$довательно, будемъ имфть три формулы 

5’ 

Е 9 
а - 
о / м! 

(3) ' В=В- р, 

5’ 

| 


о 


| тои о 
( г. 


въ которыхъ углы 4, Б,... выражены при посредетвЪ длинъ дугъ, 
измфряющихъ ихъ въ окружности радтуса, равнаго 1. Складывая 
эти уравненя и замфчая, что А4’-|- В’4-С’==, получимъ 


АНВ--О==-- 5. 


СлЪдовательно, если обозначимъ чрезъ 5 площадь сферическаго 


ламъ прямолинейной тригонометрии. Наприм$ръ, формулы (1), которыя.. 


1 
точны только до членовъ 4-го порядка относительно в становятся вполнЪ 


точными въ предфлЬ для В—= ^^ и онЪ тогда приводятъ съ соотв тствен- 
нымъ формуламъ прямолинейной тригонометрии. 
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треугольника, чрезъ = сферичесвый избытокъ, вычисленный такимъ же 


`образомъ, какъ и углы А, В, (С, то будемъ имЪть 


А--В--С-—ж==е== а : 


елЪдовательно, 

(+) | 5=5,, 
съ точностью до членовъ второго порядка относительно Е и равен- 
ства (3) примутъ тогда видъ 


А=А---, 

(5) Вв=В-+--, 
и © 

| ый В. 


что и требовалось доказать. 
227. Мы можемъ, поступая подобнымъ же образомъ, получить 
кавыя намъ угодно приближеня; напримфръ, если мы примемъ во 


: 1 
вниман1е члены четвертаго порядка относительно -р › но пренебуе- 


жемъ членами шестого порядка, то легко получимъ 


ее зв? В’4- т? О’ —9 зи? А! 
р МА и ее И 
Зы т 3 Рае НО" 


с ро Еата дозе 
3 


105% А’ эт В’ т С’ * 
2 . . . 
= = - 891? А’ зт? В'—9 58020! 
т У, Е. Е Ы, й 1 а 
СО 3 +( Э ) ии 10 3% А’ зп В’ т О’ * 
вмЪстЪ съ т$мь мы найлемъ съ точностью до членовъ четвертаго 
порядка 


; 5’ 39? А’ зат? В’-Е т? С’ 
8—5 1--— [ЕЯ ты т | 
В? 125т А’ эт В! з% С 
228. Покажемъ теперь, какъ можно воспользоваться теоремой 
Лежандра. 
1’ Даны три стороны а, В, с сферичевкалю треуюльника. Вы- 


числимъ углы 4’, В’, С’ и площадь 5’ прямолинейнаго треуголь- 
/ 


К 
ника, стороны котораго @, 0, с; получимь = = ии И формулы 
(5) затЪмъ дадуть А, В, С. 
2? Даны дв стороны ‘а, 6 и уюль между ними (С. ИмБемъ 
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* 5 $ 
5’ —196 т С’; но такъ какъ С’—=0— -—, то 3% С’ отличается отъ 
р: 3 В? й 


ь ] 
зи (С только членами порядка >: и, слфдовательно, можно принять 
вы : ___, @6 8%С 
5'—=1965%0С и ии: 

При помощи этой формулы вычислимъ = и тогда третье равенство 
(5) опредфлитъь С’; рёшимь прямолинейный треугольникъ, въ ко- 
торомъ элементы @, би С’ изв$етны; такимъ образомъ получимъ 
в, С’и В’; равенства (5) дадутъ затБмъ возможность опредЪлить 

А и В. 
3° Даны два ума А, В и сторона между ними с. 


Имфемъ 
8'— с* эт А’ эт В’. 
ыы 2 э®(А-В’ › 
но мы можемъ принять : 
ре 6? зт.А т В с? зтАзтВ 


— 2 АВ) " “ЭМ ыАВ) тт, 

такъ какъ в извфетно, то изъ формуль (5) получимь А’и В’; 
вопросъ`тогда приведется къ рёшеншю прямолинейнаго треугольнива 
по даннымъ 4’, ВБ’ и с. 

4° Даны дель стороны а, 6 и роль А. 

Имемъ 

5’ = т ( А-В’); 
но мы можемъ принять 
5’ —1а6 эт (А-В), откуда — ЕР, 

уголь В не данъ, но такъ какъ мы имфемъ въ виду только опред$- 
лен!е =, то можно этоть уголъ вычислить по приближенной формул 


ыы 7] ® ; < 
58% В= т А. Такъ какъ = извфетно, то при помощи первой 


формулы (5) будемъ имфть А” и вопросъь приведется къ рфшениюо 
прямолинейнаго треугольника по даннымь а, би А’; формулы (5) 
дадуть затБмъ Ви (0. 

5’ Даны два ула А и В и сторона а. 

Мы можемъ вычиелить = по формулЪ 

__ 4” зтВзт( А-В). 

2 зтАЗШ ', 
затЪмъ изъ формуль (5) будемъ имЪть А’ и В’ и вопросъ приво- 
дится къ рёшенйю прямолинейнаго треугольника по даннымь 4’, В’ ид. 
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229. Теорема Лежандра можетъ быть еще примфнена къ р*- 
шеню сферическато треугольника, двЪ стороны котораго мало отли- 
чаются оть 180 градусовъ, такъ какъ, продолжая эти стороны до 
ихь новой встрфчи, образуемъь второй сферичесвйй треугольникъ, 
стороны котораго очень малы. Р5шивъ этотъ второй треугольникъ, 
въ которомъ мы будемъ всегда знать три элемента, легко затЪмъ 
получимъ элементы первато треугольника. | 

Наконець этой же теоремой можно воспользоваться для р5Ьшен1я 
сферическаго треугольника, въ которомъ два ‘угла очень малы, 
такъ какъ въ этомъ случа$ пополнительный треугольникъ иметь. 
двЪ стороны, которыя мало разнятся оть 180 ‘градусовъ. 


Дифферениальныя триюнометричечекня формулы. 


230. Когда р%$ёшенъ прямолинейный или же сферическй тре- 
угольникъ, то часто имфють надобность знать всЪ измневя, кото- 


рымъ подвергаются вычисленные элементы, когда самыя данныя 


испытывають н$которыя измфнешя. Мы предположимъ, что эти 
измфнен!я данныхъ будуть достаточно малы для того, чтобы носту- 
пать съ ними. какъ съ безконечно малыми дифференщалами, 
т. е. что можемъ пренебречь при вычислен!и ихъ произведен1ями и 
ихъ степенями; тогда мы можемъ, воспользовавшись правилами диф- 
‘ференшальнаго исчисленя, вычислить соотвЪтственныя измфнешя 
другихъ элементовъ при помощи очень простыхъ формулъ и такимъ 
образомъ не прибЪгать къ рёшен!ю треугольника, по новымъ даннымъ. 

Прямолинейных ТРЕУГОЛЬНИКи.—Основныя формулы вы 

ной тригонометр!и суть 
ю9а—1049 т А=096—409 5т В=ю096—4095%0, 
А--В--0=180°. 

Предположимъ, что три элемента, между которыми нахо- 
дится по крайней мЪр$ одна сторона, получаютъ очень малыя 
приращен!я, тогла друге элементы будутъ принимать соотвЪтетвен- 
ныя приращен!я; обозначимъ вс$ эти приращен!я чрезъь характе- 
ристику 0 и тогда предыдушля равенства а 


= —60 АЗА= — во Ва В—“ > —60# 050, 
ВАЗ В--80=0. 
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При помощи этихъ ‘уравненй мы можемъ вычислить три ва- 
рраши 6а,..., предполагая, что три другя извЪфетны, однако, при 
услови, чтобы между ними была варйащя одной стороны; не 
слфдуеть забывать, что для вычислешя сл$дуетъ писать 6.4 581", 
СВ 5т1'’, 9С зт1'' вмЪето 6.4, 5Б, 50. 

Еели даны ба и вари угловъ, то для вычисления 56 и 5 бу- 
демъ имЪть | 


2—^ ба 6 зв 1" (во В Ве АЗ), 


(и? 


(1) | - 
$0 -. ва-|--с 5%1"(с08С5С —с0%.А 5.4). 


——’ о ——ь.., 


Если даны 04, 06 и 6А, то будемъ имЪть 9 


р т В, 19 В у В 
| В _ аз И. аи т 1" и А, 
(2) АЯ НЕ: 
1 08 С > и 
е— ——_04— —6 $ эт "СА. 
= @— в 96 с В 5 7 


Если даны 04, 00, 6(, то будемъ имФть 
| о В да-|-с05 А 66--а за В эт 1" не 


эт В 3 ТА . а с0зВ , 
с т 1 6 8% 1 
В=—56.А—5С. 
Наконець, если даны да, 06 и бс, то будемъ имфть для вычиеленя 6.4 


1 $ 608 @ р в08 В 5 
ея Заебесожени ие о де от 2 НЫ ЕЕ ИС ЧЕТ РЕ 
сп В т с п В 890 1 с зп В т 


(4) 9. 


С; 


мы можемъ получить, при помоши перестановки буквъ, двФ дру- 
мя подобныя формулы для вычиеленшя 5Б и 50. 
231. СФЕРИЧЕСКИЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ.—Мы будемъ пользоваться, какъ 
и въ предыдущемъ, характеристикой 6 для обозначеня варйащй эле- 
ментовъ, Формула | 
608—608 созе Е те с08 А 


даетъ , | Е 
та са=(с086 510—576 с050 05 4)06 


—- (©0836 56—87 с08с с08.А) 06 
—- 506 тс т АбА, 

или, воспользовавшись формулами (3) п° 111, 

(5) ба—=008 С 06-0 В безе зт В о. 
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При помощи этой формулы получимъ, разсматривая треугольникъ 
пополнительный, 


(6) А — 60868 В—с086 60-5 %с 5 В да. 
Формула 

[09 5%. А—4104 зта=10 т Вод ть 
даетъ 
(Т) 0.49. А—в 04 64—08 В $ В—с0&6 86. 


Наконецъ, формула 

| с0%4 381 6-—60$ А т (==0086 с08( 

даетъ 
т С 

1? А 

ыы 


— ива 94--(60#4 6080-|-8%% 008 С) 6—0, 
и, если аи на 5% А, 


(8) и 3А--соз В 5 бе на басов 8% 0 96—0. 


При помощи формуль (5), (6), (7), (8) и тфхь, которыя изъ 
нихъ получимъ чрезъ перестановку буквъ, мы можемъ выразить 
варацио одного какого либо изъ шести элементовъ сферическа- 
го треугольника въ функщи варащй какихъ либо трехь изъ 
остальных пяти. т 

Разсмотримъ, напримфръ, случай, когда даны двъ стороны а, 6 
и уголь между ними С, случай чаще всего встрёчаюнийся въ астро- 
номи. Будемъ имфть значеня слБдующихъ варалй 06, А, 8В 
неизвЪстныхъ элементовъ: 


066—608 Вда-|-с05 .А66-|-31%6 т АЗС, 


6А— (60$ А 08 (—608% зт 0) 6С` 


д 83% "В, 608 В 3% Аз 

ЗА ба— сое зт.Аф— ть в С 
89% 0 

к . > 571 А д. 608 А 8т В > 

6 В=— —< 0 зт В да 5 06— ) 

$ ее - ъ 0 00. 


Весьма часто бываеть важно въ ИАА нами случаЪ, 
чтобы варащи!0с и 5.4 были выражены въ функщи элементовъ 6, с и 
А; можно, однако, оставить за множителемъ въ коэффищентахъ ба; . 


тогда слфдуеть воспользоваться слфдующими формулами, которыя 


легко выводятся изъ тЪхьъ, которыя мы только что написали: 


в 
9Е—== 


5 (008% $с—86 6086 605 Аба 
-с05.456-- зп) зт АЗС, 
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с 1 598% А 
— эта те 


—(6086—5й6 соте с05.4)50 


ба-—5т.А 0106 


232. Если предположимъ, что варшыйи данныхъ будуть 


именно погрфшностями этихъ данныхъ, то предыдущуя формулы 
дадутъ возможность опредфлить соотвфтетвенныя погр5шности вы- 


численныхь элементовъ; точно также этими формулами можно восполь- 
зовалься для опредфлен!я степени точности, которой можно достиг- 
нуть въ результатахь тригонометрическихь вычисленй, произведен- 
ныхъ по неточнымъ даннымъ. 

Вычисления триангулящи состоять, какъ мы это видфли (Глава 
ПП), въ рьшев!и цфлой серйи треугольниковъ, въ которыхъ извЪетна 
сторона и углы; примфнимъ формулы (1) къ одному изъ этихъ тре- 


угольниковъ, по предположению, прямолинейному. СоотвЪфтственная . 


© 


м о@ > 
погрЪшность данной стороны я ОТНОСИТСЯ ЦФликомъ къ каждой 


изъ вычисленныхь сторонъ Фи с, и къ этимъ погр5шностямъ кромЪ. 


того относятся погрфшности угловъ. Изь формулъ (1) мы видимъ, 
что данная погрФшность, которая допущена въ одномъ изъ угловъ, 


тфмъ менфе будетъь имфть вмявя, чфмъ менфе этоть уголъ будетъ 


отличаться отъ 90 градусовъ, и что погрфшность, о которой идетъ 
рфчь, не будеть имЪфть никакого вляня, если соотвфтственный 
уголь равенъ именно 90 градусамъ. Но такъ какъ углы прямоли- 
нейнаго треугольника не могутъбыть всЪ три равны 90 градусамъ. 
то мы видимъ, что самый благопрятный случай будетъ тоть, когда 
всЪ три угла равны 60°; на практикЪ при съемк$ плановъ раз- 
сматриваютъ также равносторонше треугольники, какъ.самые выгод- 
ные, и никогда не допускають треугольниковъ, у которыхъ одинъ 
изъ угловъ быль бы меньше 30 градусовъ. 

Лифференщальныя формулы, относянйяся до сферическихъь тре- 
угольниковъ, очень часто употребляются въ астрономи. ОнЪ въ 060- 
_ бенности полезны въ вопросахъ, которые относятся къ вшяшямъ дЪй- 
ств прецесси, нутащи и аберращи на кажущееся положене зв$здъ- 
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Выраженя для радса круга описаннаго и я ре впи- 
саннаго и извнфвписанвыхъ _ В 
Р»шене прямоугольныхъ сферическихь треугольниковъ , 
Рьшене сферическихъ прямостороннихъ треугольниковъ 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


‚ ЗамЪчане о р5шеши какихъ бы то ни было а оканаи мех 


от ее в Вы. мт : 
РЬьшен!е сферическаго треугольника, въ котором `иЗВЪСТНЫ три сто- 
роны или три угла. ........ з 
РЬшен!е сферическаго треугольника, въ которомъ изЗВЪСтны "ДВ сто- 
роны и уголь между ними, или два угла и сторона между ними 
ея сферическаго треугольника, ВЪ которомь даны двЪ стороны 
и уголъ, противолежанйй одной изъ нихъ, или два угла и сто- 

рона, противолежащая одному изъ нихъ ......... 


Изслдоване случаевъ, допускающихъь два рёшешя ........ 
Задази по сферической тригонометри ..... р с 
о Орто. СР И 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 


ДОПОЛНЕН КЪ ТЕОРИИ КРУГОВЫХЪ ФУНЕШЙ. 


О мнимыхъ выражешяхь ... а 
ЛЪйств1я надъ мнимыми выраженями. `Формула Моавра ля плато, и 
положительнаго показателя ... и о Е-ВАГА 
Умножене дуть еее. 
ЛЪлене дугъ : в. - вок 
Р%»шен!е лвучленнаго уравнешя и я 


О правильныхь многоугольникахъ_ 

Р»шеше двучленныхь уравнен! общаго вида. м. ЗЫ 

Вен трохчлонныхь.уравнешй.. . ... еее ео мане 

Формула Моавра для всякаго п а ОО: с емо аН 

Теоремы Моавра и Котеса ... 

Выражен!я степеней синуса и косинуса дуги. въ линейныхь фупкцыхь 
синусовъ и косинусовъ дугъ, кратныхъ данной дуги . 

Выражен!я для зтта и созта въ функщахь эта или вова .. : 

Разложен1я ФунЕШИ 5% и 608% ВЪ рады но Зона АИЬ степе- 
ням г... Иж Е 

Разложеня функщй ‘возж и зтж на произвольное, `но отраниченное 
число множителей. ..... : 

Разложеня функщЙ созх и тя на безпредфльное число множителей. 

Разложен!я функщЙ фап9х и соёф на Аи но реа 
число дробей .... 2 ни 

| еде: 9 функЙй 919 И 602 на безконечное число простыхь 
НЙ . Ех = ася . 

Разложеня функщЙ с08ес® и 3262 на безконечное число, простыхъ 
дробей. ... : +. иго, : 

‚ Разложене функщЙ а И 608% ВЪ рихь, расположенные по восхо- 
дящимъ степенямъь .... > - 

Разложен1я функц созесх и зе т въ ряды, расположенные по ‘восхо- 
дящимъ степенямь #.... - с о. ....- 

О круговыхь функщяхъ мнимыхъ перемфнныхь . зе... . 

О гиперболическихь косинусахъ и синусахъ ..... 


ре 

9: ы " { 

г 32 ОМЕТРТЯ. | 

| 5" 520 ТРИГОНО 

СТР. 

$ Разложене функций 109(1--2) и а'с4атух въ ряды по восходящимъ сте- 1 

х о С о а 

р Вычислене отношеня окружности къ даметру , сес. 275 
Формулы, относящйяся къ вычислению логариемовъ. Модуль обыкно- ‚ 
Зерноиосаетаиежовы по. 9 ликОМОЗАиАи ОИ < ПВН 

< Раздоженя функщй 0897 и зип въ ряды по восходящимъ степе- 2 


< 


[о 


ЗАЛЫ ИЕ, ПАНА ь Кысь О АИ в 
Разложение функц! атс зй%2 въ рядъ по возрастающимъ степенямъ 2 . 281. 
Разложене функщй 109 эт и 1096082 въ ряды по восходящимъ сте- 

пенямъ х Е ИН С ОЕ... 
Разложеня въ ряды или въ безконечныя произведенля. круговыхь _ 

фуньшИ мнимыхь перемфнныхь . еее "т 287 


ГЛАВА ШЕСТАЯ. 


РЪШЕНТЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВЪ ПРИ ПОМОЩИ РЯДОВЪ И ДИФФЕРЕНЦГАЛЬ- 
| НЫХЪ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХЪ ФОРМУЛЪ. 


О выражени угла при т т о ооо д 
Перечень формулъ, выражающихъ разложешя круговыхъ функщй въ и 

р о 
О прямолинейныхъ треугольникахъ, въ которыхъ два угла очень малы. 300. 
Риеве прямолинейнаго треугольника, въ которомъ даны двЪ ото- 


роны и уголь между ними Пет Ст о О а 
Случай прямоугольнаго сферическаго треугольника, в” которомъ одинЪ 
изъ острыхъ угловъ очень матъЪ М Ца 4. 
Случай сферическаго треугольника, въ которомъ двф стороны мало’ 
разнятся оть ввадранть ее 804. 
Рьшене сферическаго треугольника по двумЪ сторонамъ и углу 
между ними .. а 2 Е РИ 
Ръшене сферическаго треугольника, стороны котораго очень малы . т 


Тифференщальныя тригонометричесвая формулы 


‘297. 


а — 0 


‘етелью, и акварелью. Соч. Кар. Р 


ЕЕ о 


а ь ый и”. а >. » ь “ =, р > 
ководетво къ живописи (иллюстрированное издан!е) чаелиныи- красками, { 
оберъ. Переводъ съ французскаго подъ редакщтею х & 


ка Венига, съ рисунками въ текст. Сиб. 1900 г. Ц. 1 руб. 60 к.. 
‘ководетво къ практической фотографии. Д-рь А. Митэ, проф. при кор. Техн. Уч, 

рлин№. Съь нослВднято дополненнаго и исправленнаго нЪмецкахо издавя. Переводъ Буяко 
ча и Остермана, подъ фредакщей. инж.-тех. Д. Сухаржевекаго. Съ 174. рисунками, 1908 | 
1 №0. 50 к. - 
эментальное фотографироваве ручными камерами общедостунное, для всякаго люби- — 


тя, руководство, составилъ фотографъ Буяковичь, съ 58 рис. Спб. 1901 т. И. 40°к. = 


‚аткое практичеекое руководетво къ фотографи. Съ 24 рисунками. Сост. Р.Е 
яковичъ. Спб. Ц. 1 руб. АЕ 
›тографичеекая ретушь. Раскрашиваше фотографий. Соет. Мектаторъ, перевель фото 
фъ Г. Н. Буяковичь. Сиб. 1900 г. Ц, 40 к. _` ср ВН 
‘'олярно-мебельное маестеретво. Практическое руководство для любитезей и самообу- 
ния. Составиль техн, П. А. Федоровъ, съ 400 рис. въ текст®. Ц. 1 р. 35 к. и. 
'‘ководетво къ гальваносте и и гальвавоплаетик $, составленное начальн 
мическаго отдфленя Техническаго музея въ Нюрен®, д-ромъ Гансомъ утокмейэромъ. _ 
5 электротехникъ Г. Н. Буяковичъ. Со многими рисунками. (пб. 1907 г. Ц. Тр. 20 к. _ 
Иа искусетво. Изложенное инженеръ-полковникомъ Дементьевымт, Четвертое и: 
На Вь эру ю 8-ю долю листа, съ 212 рис. въ тексть на лучшей глазированной бумат 
6. Ц. 1 руб. 3 : Е ы. р 
машьйй токарь. Практическое руководство для ручного точен!я по дереву, металламъ, 
ети, рогу и черепах. По Валикуру и др., составилъ техн. П. А. Федоровъ. Съ 200 рис. м 
&стф. Сиб. Ц. 1 руб. 35 к. "2 
ревянная поеуда. Практическое руководство для ручного производства бочекъ, чановъь, 
церъ, лоханокъ, рЬшеть, ситъ, чашекъ и ложекъ, Инженера Раймонда Броне, перевель и. 
рые техн. П. А. Федоровь, съ 225 рис. въ текст. Сиб. Ц. 1 руб. ще 
маше!й переплетчикъ. Практическое руководство къ переплетному мастерству для л 
телей и самообучению по Адат, Возаиеь Глепоттала и др. Составиль техн. И. А. Федоровъ, 
‚150 рис. въ текст. Сиб. Ц. 1 руб. Переплетное мастерство, какъ изв%стно, принадлежить 
`’ числу весьма полезных завятЙ для юношества въ часы досуга оть научных завятй въ’ 
ол% и дома. Какъ домашнее занят!е, оно не требуетъ большихъ затрагь на нужные инстру- 
нты, интересуеть не только учалцихся въ учебныхь заведешяхъ, но и вообще любителей 
иги и нереплета. 

зактичеекй маляръ и живопивецъ. Р. Торминъ. Полное наставлеше всёхъ маляр-. 
хъ работь по камню, штукатурк$, дереву и металламъ, разрисовка потолковъ и стЪнЪ, при 
меры красокъ, лакировка, бронзировка и проч. Переводъ съ послФдняго (7) нёмецкаго_ 


даня. В. Д. Дмитрева, 800 стр. Ц. 1 руб. | 
эздухъ, вода, евътъ и тепло. Весьма общедостуин. леки по химши проф. Р. Блох- 
‘на, нереводъ В. Вольфсона, 103 рис. Сиб. Ц. 40 к. Предлагаемая книжка содержить изло- 
ие въ самой общедостунной форм важнфйшихъ химическихь свЪдфнй, крайне интерес- 
‚хь вообще, но пробр»тающихь особый интересъь еще потому, что они составляють основу 


азни нашего твла. Опыты, которыми поясняется изложен!е, просты и очень натлядны; многе 


_ъ нихь могутъ быть воспроизведены домашними способами, при помощи самыхъ нехитрыхъ. 


испособленй. а 
нтиляшя и отоплен1е общественныхь зданй и жилыхъ помфщенй. Практическое руко- 
зат для архитекторовъ, техниковъ и хозяевъ. Сост. инж. Флавицюй. Сиб. Ц. 1 р. 
яктическое руководетво къ живописи маслявыми красками, акварелью, по дереву: 
веки, иим»йюры, брызганье по дереву, живопись на шелку, на глин, живопись портретная 
‘зачашафтиия, жизопись ва стеклВ. Школа, рисованя. Соч. проф. Ф. Дитриха. Перев. съ 16 
‘мешх. ил. класснаго художника И. А. Посса. Тиб. 1908 г. Ц, 1 р. 
пработка металловъ и дерева. Общедоступное руководство для школь и самообучешя. 
счавиль по сочиненямь Грое и Врамарша, П, Соколовъ, сь 91 рис., 2-е изд. Вы, | 


ИС 1902 г. 955 стр. Ц, Тр. 35 к. 1-е издавме внесено въ каталогь Мин. Нар. ПросвЪФш. 
бработка моталловЪъ. Справочная вгижка для подмасторовь и молодых рабочихъ, Траута, 
рекодъ со второго издания Д, А. Сирябниа. Артнллер ей Комитеть, имфя въ виду, что въ 
| ченной па русск!Й. язвкх книг® Г. Траута „“ оработка матер1аловъ“ помфщено много 


реве 
. зть полезиы при справкахъ по кузнечному, 
„ жарному, винторфзному дфламъ. и по установ 


‚-ейно зу, слесарному мастерствамъ, А также 
) | < с ллолжазми лбтаритк пбт этой КНИГ ПО ЭТИ 


Ё 


